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Devoir Surveillé 01
Le 21 septembre

durée 3h30

Documents écrits, électroniques, calculatrices et téléphones portables interdits
La plus grande attention sera apportée a la qualité de la rédaction, syntaxe et orthographe comprise.
Numérotez les copies et questions et soulignez ou | encadrez | les résultats.
Vous pouvez utiliser les résultats des questions en amont d’une question donnée en la référencant clairement
Les calculs, méme longs et fastidieux doivent figurer sur la copie

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu ‘il sera amené a prendre.

Exercice 1

1. On considere pour n € N,
1

! L

1.a. Calculer 1.
1.b. Déterminer la limite de la suite (1) ,eN-

1.c. Montrer que pour tout n € N,

1

2. On considere maintenant la suite (S, ),en avec

n

1 n

2.a. Quelle est la relation entre u; et ug 1 ?

En déduire une fonction S(n) en langage python qui pour un n donné calcule la valeur S, sans utiliser
le codage de la puissance ou du factoriel.
2.b. Déduire de la question 1.c la convergence de la suite (S,) et la valeur de sa limite.



Exercice 11

Extrait du concours G2E 2019

On définit les suites (ug)ren, (Vi)ren €t (Wi)ken par ug =1, uy = \/g et, pour tout entier naturel k, les

relations suivantes : .

k! 2 (2
U2 = (k+2)ug, vp = — et wy = —/2 sin®(¢)dt.
u nJo

. . |
1.a. Démontrer que, pour tout entier naturel p, on a : up, = 2°p! et uzp 1 = % \/g .

1.b. En déduire que, pour tout entier naturel k, on a : ugug1 = (k+1)! \/g .

2. Donner un équivalent simple de v;vy | lorsque k tend vers +oo.

3.a. Etablir une relation de récurrence liant, pour tout k € N*, vy et vg_j.

3.b. Calculer wg, w; puis démontrer que la suite w vérifie la méme relation de récurrence que v.
Indication:On pourra chercher une relation de récurrence en écrivant sin**2x = (1 —cos?x).sin® x et en intégrant

par parties le produit cos x.(cosx. sin® x).

3.c. En déduire que les suites v et w sont égales.

4.a. Démontrer que la suite w est décroissante.
k

< Ykl
k+1— -

Vik
4.c. En déduire également que vy| ~j 1 Vi puis établir que, (2;) désignant un coefficient binomial :

4.b. En déduire que, pour tout entier naturel k, on a :

()~
p pr>too \/p—n_ .
Exercice 111

Les trois parties de ce probleme sont totalement indépendantes

Partie A
Une somme de RIEMANN

Soit (up)en+ la suite définie par :
2n 1
Vn e N* u, = Z —.
j=nt+1J
Démontrer que la suite (u,),cn+ converge vers In2.

Partie B
D’autres sommes de RIEMANN

Soit fune fonction définie sur |0, 1], continue et décroissante sur |0, 1].
On considere la suite (7;,),en+ définie par :

k

n
vneN*’r":Z,;f<ﬁ>

et la fonction 7 définie sur |0, 1] par :

Wx €10,1], I(x) = /lf(t) dr.



B.1. Démontrer que pour tout entier n > 2 et pour tout k € {1,...,n—1},ona:

()< roas(G)

B.2. En additionnant les inégalités précédentes, démontrer que pour tout entier n > 2, on a :

1)+ 0 <m<i+or (1),

B.3. On suppose, de plus, que lim,_,o/(x) = ¢ (¢ € R) et lim,_,¢+ x.f(x) =0
Démontrer que la suite (r,),cn+ converge et préciser sa limite.
B.4. Dans cette question, on pose f(x) = x24_' — %lnx, pour tout réel x € |0, 1].

B.4.a. Démontrer que pour tout n € N*,

(4 D@Rn+1) 1 iln(”’).

= 24n2 4 n

n}’l

nin+1)2n+ 1).

On rappelle que la somme des carrés des n premiers entiers naturels est égale a 6

(n!)%
n

B.4.b. En utilisant les questions précédentes, démontrer que la suite ( ) converge et déterminer
neN*

sa limite.
On rappelle que la fonction x —> x.Inx —x est une primitive de la fonction In sur R .

Partie C
Toujours des sommes de RIEMANN

C.1. Démontrer que pour tout n € N* et tout k € {0,...,n—1},ona:

(k+1)m )
|sin(n.x)| dx = —
n

C.2. Soit f une fonction continue et croissante sur [0, 7].
C.2.a. Démontrer que pour tout n € N* et tout k € {0,...,n—1},ona:

(k+1)

= ("7”) < / Fo)Jsin(n0)] dx < f (M) -

KT n

n

C.2.b. En déduire un encadrement de [ f(x).| sin(nx)| dx.
C.2.c. Déterminer lim,_; o [y f(x).] sin(nx)| dx.
C.2.d. Obtiendrait-on le méme résultat pour une fonction f continue et décroissante sur [0, 7] ?
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Correction DS 01

Correction Ex.—1
1.a.

1—1/13dz—1[25]1 e, |lp=et—1
()—206 =5 |2, ‘te h=e¢e

1.b. Rq : on peut avoir I’idée de montrer que la suite est monotone (ici décroissante) et bornée (ici minorée
par 0), ce n’est pas difficile et ca nous donne la convergence de la suite, mais on ne connait pas la valeur de
la limite.

Finalement il est plus rapide ici de conjecturer que la suite tend vers 0 (car le dénominateur 2"+ (n+1)!
tend vers +o0) et de le montrer directement par majoration : Pour ¢ € [0, 1],

8=

(1—1)"eZ|<ei<e

et donc, par inégalité triangulaire et croissance de I’intégrale,

< 1 1 n L 1 < e%
0 <10 < gy 100l < g < 5o

1
Comme 2‘2—2, — 0 quand n — oo, par le thm d’encadrement, on en déduit que ‘ I, - 0quandn — 0

1.c. Soit n fixé dans N, on va faire une intégration par partie (IPP) sur A, = fol (1— t)”“e% dr.
On pose, pour ¢ € [0,1],
— u(t) = (1—¢t)"" etdonc '(t) = —(n+1)(1 —1)" (avec u de classe C' sur [0, 1])
— V(1) = e2, il suffit que v(¢) = 2e? (avec v de classe C' sur [0, 1))
alors

11 1 t | t
Anp1 = 2(1—t)"+162]0+2("l+1)/ (l_t)"ezdt:—2+2(n+1)/ (1—1)"e>dt
0 0

Donc
i L4 -1 ] /1(1 1Yok di
o ——— f— J— e
LT o 2 )T 2 (i 1) 20l g
1

et finalement,

2.a.0n a U1 = l/lk.m
On en déduit le script qui calcule a la fois les termes de u et ceux de S en une boucle.

Listing 1 — python/somme.py

def S(n):
u=1 # initialisation de u avec u_0
s=1 # initialisation de s avec u_0
for k in range (n):
u=u/(2*(k+1)) #on calcule u_{k+1} et on rajoute a s
s=g+u
return(s)



2.b. En reformulant 1.c, on a

et donc, pour n € N*,

Z ilkl_lk—l—l—l()—ln_gz_[
=02 =

Or I, — 0 quand n — oo, donc | La suite (S,) converge vers er.

Rq: Les5/2 ont bien stir reconnu la série exponentielle pour x = 3. On dit (on le verra plus tard) que la

1 1

1 7z . o]
converge et que sa somme vaut e2, on écrit Z,‘;O 5 ez.

série de terme général =

2kk'
Correction Ex.-2

1.a. Pour tout entier naturel p, on appelle &?(p) I’hypothese suivante :

2 (2p+1)! n 2
c@(p) . Upp = 2pp‘ et Up+1 = 2p—p' 5

200!
On suppose & (p) vraie pour un certain entier naturel p. En utilisant la définition de (i )xcn, on obtient :

On note que Z(0) est vraie car on a vu que ug = 1, u; = \/jet 200! =1 et M\/; = \/g

U2 (p+1)+1 = U2p+3

= (2p+3)uzpt1
Uy(p+1) = U2p4-2
AT s 700 = ey S5 2
(d’apres & (p)) = (2p+2)2” ! et B (2p+3)(2p+2)(2p+1)!\/E
=2p+1)2p N (2p+2)27p! 2
=(2x27) % ((p+1)><p) (2p+3)! =
= 2P (p 1)) :W\@

(2(p+1)+1)!\/E
pu— 2 —_—
(2p+3) 2rt(p+1)1 V2
Z(p+1) est donc vraie.

On a donc prouvé que Z?(0) est vraie et, pour tout entier naturel p, & (p) implique Z(p+1). Z(p)
est donc vraie pour tout entier naturel p d’apres le principe de récurrence.

) . . 2p+1)!
On a donc bien prouvé que, pour tout entier naturel p, on a uy, =2"pletus, | = % \/; .

1.b. Soit k un entier naturel.
— Supposons k pair et soit p I’entier naturel tel que 2p =k.On a:

UpUp4-1 = U2pU2p+1

(2p+1)!\/E
— Pyl T )
P\ 2
(d’apres la question 1.a) = (2p+ l)!\/g = (k+ 1)!\/§



— Supposons k impair et soit p I’entier naturel tel que 2p+1=+k.On a:
Ui 1 = U2p41U2p42

2 I)!
(d’apres la question 1.a) = %\/g x 2P (p+1)!

=2<p+1><2p+1>!\/§
:(2p+2)!\/§:(k+1)!\/§

. ¥/
On a donc prouvé que, pour tout k entier naturel, uguy | = (k+1)! \/; .

2. Soit k un entier naturel. On a :

K(k+1)!

”l%”%ﬂ
ki(k+1)!
(T
k! 2

(k+ i)!n -~ (k+D)m

ViVi+1l =

(d’apres la question 1.b) =

2
km’

On adonc : VgVis1 ~kstoo

3.a. Soit k un entier naturel non nul. On a :

(k+1)!
”1%+1

- 1)
(définition de (ux)ren) = m
k!
= el

V-1
o Vk_l.k! o k.vk_l
kD)= k1

Vi+1 =

kv
Pour tout k € N*, on a : = .
ur tou n Vi+1 K+ 1

3.b.Ona:

2
2 n 2 n Wl:_/
woz—/zsino(t)dt:—/zdt et T Jo
T Jo T Jo 2
=1

El

9

sin! (¢) dr = % (cos(O) —cos (g))

Q



Soit k un entier naturel non nul. On a :

2
_Wk—H _/0 smkH

Q2

= [ " sin*" )(1—cos?(t)) dt
0
(par linéarité) = /2 sink =1 (¢) dr — /2 sin" "1 (¢) cos(t) cos(t) dt
0 0
-k 2 T .k
T 4 t
(par ipp justifiée ci-apres) = 5Wi—1— smk( ) cos(t)| dt— /2 smk( ) sin(t) dt
0
Tkt
T 2 sin*" (1)
= —w_ —O—/ —— 2 dt
7> Wik-1 A ?
T T
= Ewk_l - ﬂwkﬂ

kwy_
Cela donne donc wy | = wy_1 — ’}j‘ SOt Wip = Ll )

k
L’intégration par parties est justifiée car t +— Smk( ) et cos sont de classe ¢! sur [0,3] etcar k #0.

2 . . .
On a donc prouvé que wo = 1, w; = — et la suite w vérifie la méme relation de récurrence que v.
v/

3.c. Pour tout entier naturel k, on appelle &7 (k) I’hypothése suivante :
:@(k) Ve =W et Vi = Wil
On vient de voir que wop =1, w; = = Orvo letv, = 2 car vy = % etv, = uiz etonavuque uy =1
0 1

etu; = \/% .
On suppose & (k) vraie pour un certain entier naturel k. On sait déja que vi, | = wy . De plus, on a:

k+1
Vito = (k—:t% d’apres la question 3.a
- (k+ 1)Wk
= Ty s 20

= wyp d’apres la question 3.b
P (k+ 1) est donc vraie.
On a donc prouvé que Z(0) est vraie et, pour tout entier naturel k, &2 (k) implique & (k+1). 2 (k) est
donc vraie pour tout entier naturel k d’apres le principe de récurrence. Pour tout entier naturel k, on a donc
v = wy d’ou ce résultat :

‘Les suites v et w sont égales. ‘

4.a. Soit k un entier naturel. On sait que sin < 1. Or, sin® est positif sur [0, 2} on en déduit que, pour tout
te [O } ona:
s -k
sin“" 7 (1) <sin"(¢).
Par croissance de I’intégration, que I’on peut invoquer car les bornes sont dans I’ordre croissant (0 < 7) et

sinT! et sinf sont continues sur [0,%], on obtient :

/ sin" (1) dr < /2 sin®(r) dr

0 0

Comme % > 0, on en déduit que wy | < wy soit :

\La suite w est décroissante. \




4.b. Soit k un entier naturel.

— D’apres les deux dernicres questions, on peut affirmer que la suite v est décroissante et donc :

Vi1 < vk

Or, la suite v est strictement positive, on en déduit :

Vi+1
Vi

<1.

— Si k estnon nul, on a v; < v;_1 (car la suite v est décroissante) donc, comme % > 0, cela donne :

ko k
k+1 "= k+1

Vi—1

soit, en utilisant la question 2)a) de cette partie, I’'inégalité Fklvk < Vi1, puis, comme la suite v est

strictement positive, 1’inégalité :
k 1%
=< Zk+1
k+1 Vi

Comme ;L est positif, on constate que cette inégalité est vraie aussi lorsque k = 0.

k
On a prouvé que, pour tout entier naturel k, k-i-—l < —

Vi+1
Vi

<1.

4.c. Par quotient (en utilisant les équivalents), limy_, | (HLI) = 1. De plus, limy_, 1 (1) = 1, on en déduit,

par le théoreme des Gendarmes et avec I’ encadrement de la question précédente, que limy_, ;o (V’;—:‘> =1

Cela signifie que vi1| ~ps 10 Vk- On en déduit que :

V2p+1 ~prsdoo V2p

soit, par définition de la suite v, I’équivalent suivant :

(2p+1)! (2p)!
LN < 2
u%erl u%p

2
donc 2p +1 ~p 1o —5—, ce qui, d’apres la question 1.a, donne :
[7

2p+1)! |z
V2P ~prstes u\/;

2Pp!2Pp!
2p '2p
Soit \/2p ~ prytoo \/7 puis :
4°\2p |2 (2p)!

2p Vom P (p1)2

: A LA4%2p /2 p
ce qui entraine que : = \/; N pis oo ( p)

2p 4p
On a bien : ( ) ~ s foo — .
p) T \/pE




Correction Ex.-3

Partie A
Une somme de RIEMANN
Soit n € N*. On a, par le changement d’indice k = j —n

¥ ¥

Y
]n-i—l]k k—I—I’l n:lﬁc

1

On reconnait en cette derniere formule une somme de RIEMANN d’ordre n pour la fonction x — —
nue!) sur I'intervalle [0, 1]. Par le théoréme des sommes de RIEMANN, on a donc

(contl

n“ij'prh=UM*+UB=m2

Partie B
D’autres sommes de RIEMANN
B.1. Soitn >2etk € {1

k+1

— 1}, alors, comme f est décroissante sur I'intervalle [£, 1] on a

e e Q

Par croissance de I’intégration et du fait que la longueur de I’intervalle % —} est l , On obtient

() s o )
() [0 f<>

puis

B.2. En additionnant les 1nega11tes précédentes pour k variant de 1 a n — 1, on obtient, par CHASLES sur la
somme centrale,

n—1 k
lzf<+w /f £)di < - Zf()
et a droite

Soit, apres un décalage d’indice dans la somme la plus a gauche, et compensation pour retrouver r, a gauche

1 1
—f()<I{-)<r—-f(1
I'n f(n)_ (n)_rn nf()
et donc, apres réorganisation :

220G+ <n <1+ ().

B.3. Si on suppose, de plus, que lim,_,gI(x) = ¢ (£ € R) et lim,_,p+ x.f(x) =
limites,

0 alors, par opérations sur les
1 1 n—>+ 1 n%+<x>

1)+ f() "5 et () 4 f ‘
Par le théoreme des gendarmes, il vient que (r,),en+ converge et plus précisemment que

n—rfoo
r, — L.



. 2 .
B.4. Dans cette question, on pose f(x) = * L_ %lnx, pour tout réel x € 0, 1].

B.4.a. Soit n € N*, par définition de r,,, on a

© B[ 530

X 1 &, 1
(régle In(a.b) = Ina+1Inb) = m;k —Z—iﬁkztllnk—i—zn.lnn
1 1)(2n+1 1 1 1
(formule rappelée, regles In) = ﬁn(n—l— )6(n+ )—Z—Eln(n!)—}—ﬁlnn”
(n+1)2n+1) 1 1 n!
= ————nln( % ).
24172 4~ 2"

B.4.b. En utilisant les questions précédentes,
— On démontre, en utilisant B.3, que la suite (r,) converge vers une certaine limite ¢
— On aura alors en reformulant I’égalité précédente puis en passant a la limite que

1
N\ n I~
ln<oy)>::+2m+4)@n+1)_1_2mnﬁ+ L,

" 2412 2 ~ T27%

— Il nous restera donc a calculer # puis a passer la limite précédente a 1’exponentielle pour conclure.
Pour montrer que (r,,) converge et déterminer sa limite ¢, on vérifie que

1. La fonction f est continue, décroissante, sur ]0, 1] : La continuité (en fait le caractére ™) sur |0, 1]
est évidente par les théoremes opératoires sachant que 1’on a affaire a une combinaison linéaire d’un
polyndme et de la fonction In. On a par ailleurs

veel0,1], £ = 50— ) =5 (2~ 1) <0

La fonction f” étant négative sur I’intervalle d’étude, la fonction f y est décroissante.

2 —0 . . . . . .
2. x.f(x) =x.%7 l_ %x. Inx "= 0, ce qui est clair essentiellement du fait des croissances comparées

(xInx xigﬁ 0);

3. On apour 0 < x < 1, par intégration, puis par croissances comparées,
1 1 1 I 1 1\xsot/1 1 1 1
IxX)=— | —x*—-x— ~(x.Inx— 4 — 4 ) ==
(x) (ux gl ”)+<u 4+j> - (n 4+2) 3

4. On a donc, par la question B.3 que r, — £ = %

1
(l’l!)ﬁ n— oo 1 1 2
1 T |
n( | 7 27673

et donc, en passant a I’exponentielle,
(n)) 1
n')n oo
" = =
n e

Partie C
Toujours des sommes de RIEMANN

En conclusion, on a




C.1.Soitn € N*etk € {0,...,n— 1}, on a, en effectuant d’abord le changement de variable linéaire u = n.x,
du = n.dx, puis le changement de variable affine t = u — k7 :

(k+1)m

1 rl+Dm
7 Jsin(ny)|dx = - / | sinul du
(on a [sin(r +km)| = |sint]) = / |sint| dt
(onaVt € [0,x],sint >0) = —/ sint dt

nJjo
1 n

e —_ | — l‘ P
[ cost]f] = 2

C.2.a. Soitn € N*etk € {0,...,n— 1}, on a, du fait de la croissance de f sur Iintervalle [%”, M] :

el ()

et donc, en multipliant par |sin(n.x)| > 0,

krm (k+1 k k+1
Vx e {—”, M} S (-”) sin(nx)| < F(x).|sin(nx)| < f (M) |sin(n.x)|
n n n n
Par croissance de I’intégrale, en intégrant cette inégalité sur [k” (ktll)n} ,
(k+1)7 (k+1)m (k+1)7
k n n k 1 n
f (—”) . ﬂ |sin(n.x)| dx < /{ £ [sin(nx)| dx < f (H—)”) . ﬂ |sin(n.x)| dx
n L3 .79 n km
et finalement, en utilisant C.1,
(k+1)m
2 (km T 2 k+1)m
=f (—) < / f(x).sin(n.x)] dx < = f (u) :
n n kn n n
C.2.b. En sommant ces inégalités pour toutes les valeurs de k € {0,...,n— 1}, on obtient,

%nZlf< ) Z/M |Sm(nx|dx<2nZlf(k+nl)n)

puis, par CHASLES et décalage d’indice dans la somme de droite,

g”zlf( ) /ﬂf(x).lsin(n-xﬂdxg%kz::lf(k%>

C.2.c. Comme f est continue sur [0, 7], les sommes de RIEMANN a gauche et a droite de cet encadrement
ont toutes deux méme limite, a savoir

L5 () [ [ osnt () L [

et donc, par le théoreme des gendarmes,
T

lim f(x).|sin(nx)| dx = %/Onf(x) dx

n—+o /0

C.2.d. Pour une fonction f continue et décroissante sur [0, 7], on obtient le méme résultat, le seul point
changeant étant le renversement de toutes les inégalités.

8



