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Le 10 Janvier
durée 3h30

Documents écrits, électroniques, calculatrices et téléphones portables interdits
La plus grande attention sera apportée a la qualité de la rédaction, syntaxe et orthographe comprise.
Numérotez les copies et questions et soulignez ou | encadrez | les résultats.
Vous pouvez utiliser les résultats des questions en amont d’une question donnée en la référencant clairement
Les calculs, méme longs et fastidieux doivent figurer sur la copie

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu ‘il sera amené a prendre.

Exercice 1

Soient a, b et ¢ les trois racines complexes du polyndme
P=X?>-5X+V2

1. Déterminer a+b +c, a.b.ceta.b+b.c+c.a
2. Calculer S, = a% + b* + 2.
3. Calculer Sy = a* + b* + ¢*.
Indication:Remarquer et justifier que pour x = a,b ou ¢, x* = 5x* —/2.x

Exercice 11

Pour n € N, n > 2, on considere le polyndme

n—1
PRX)=X"-Y Xt =x"-Xx"1-x"?—... -1
k=0
On pose par ailleurs, pour z € C, f,,(z) = 2"t —2.2" + 1.

1. Montrer que :

Vz€ C\ {1}, Py(z) =0 & fu(2) =0

2.a. Etudier la fonction f;, sur [0, +oo[, calculer f,(1) et en déduire que P, admet une unique racine réelle
positive, qu’on notera a,,.
2.b. Calculer f,(2). Montrer que la suite (a,),>2 est convergente et déterminer sa limite.
3. Montrer que I’équation f,,(z) = 0 d’inconnue z € C admet n+ 1 solutions distinctes et que P, admet n
racines complexes distinctes et simples.
4. Soit z une racine de P,.
4.a. Montrer que si |z| # 1 alors
ol =1

<0.

4.b. En déduire que |z| < a,.



Exercice 111

On considere la partie D de R? définie par
D={(xy) €R?*y* <2x}
et on s’intéresse a 1’équation aux dérivées partielles d’inconnue ¢ : D — R, de classe € sur D :

2,979 ¢
\V/(X,y)ED, (2X—y )—Z(X,y)+—(x,y)—16¢(x,y):O (E)
dx dx
1. Représenter graphiquement D.
2. Soit A =R’ x R. On considere I’application & définie par

2 2
V(u,v) € A, h(u,v) = (u ;—v ,v)

2.a. Montrer, en explicitant sa réciproque, que s définit une bijection de A sur D.
2.b. Changement de variables (x,y) = h(u,v).
Soit ¢ : D — R une fonction de classe €2 et y : A — R définie par y = ¢ oh, i.e.

2 2
V() € A, w<u,v>=¢(” . )

dy . %y . 29 _, %0
Calculer Ju Ct F7 en fonction de xSt g, uety.

2.c. En déduire que ¢ vérifie (E) si et seulement si y vérifie, de classe € sur A, y vérifie

Iy
— — 16y =0 E’
2 4 (E")
On admettra que ¢ est de classe €% sur D si et seulement si Y est de classe € sur A.
3.a. Déterminer la forme générale des solutions de (E’) sur A.

3.b. Et déterminer la forme générale des solutions de (E) sur D
Exercice IV
Soit @ un nombre réel strictement positif et (x,) la suite définie par :

Xn
1+ n.x2

xo=aetVneN, x,41 =

1.a. Montrer que la suite (x,) est bien définie, a valeurs dans |0, +oo].

1.b. Ecrire une fonction x(n,a=1.0) en langage Python qui calcule x, pour une valeur de a (valant 1 par
défaut) et de n donnée.

1.c. Expliciter la suite (x,) lorsque a = 1.

2. Dans le cas général, montrer que la suite (x,) est décroissante et minorée. Déterminer la limite de cette
suite.

3.a. Pour n > 1, étudier la fonction f, définie sur R™ par : f,(x) L

- 14+n.x2"
3.b. En déduire par récurrence que I'ona:vVn >2, 0 <x, < %
’ D U U
4.a. Pour k > 2, montrer que 1 onla S xkl k.xy
En déduire que : Vn > 2, T <xp <
2
Indication:on pourra penser a sommer ﬁ — i pour k allantde 2 an— 1.

4.b. Déterminer un équivalent simple de x,, lorsque n — 4-co.



Exercice V

Nous allons modéliser dans ce probleme, par une approche mécanistique, 1’évolution dans le temps de
la hauteur x(¢) de la surface d’un lac dont la géométrie est simplifiée comme sur la figure 1.

X
De(t) T-x(t) Ds(t)
— 0 —
¢ 4
S

FIGURE 1 — Modélisation d’un lac.

Si S, section horizontale du lac, est supposée constante par rapport a la hauteur, une simple équation de
bilan sur les volumes nous permet d’écrire :

dx
dt
ou le débit entrant D, (¢) est une fonction supposée connue. On peut modéliser le débit sortant D () comme

étant proportionnel a x(¢) soit Dy(¢) = a.x(t), ol o est un réel strictement positif.
On obtient donc :

$.55(1) = Do(t) ~ Dy (1)

dx . D.(t) «
E(I)— 5 —Ex(t).

Par la suite le modele d’évolution s’€écrira :

dx
dr
ol k € R et u est une fonction réelle connue, appelée « entrée » du systéme et dans la suite, cette entrée
prendra différentes formes.
1. Existence de solutions a I’équation (E) : cas ou u est simple.
1.a. Résoudre 1’équation (E) sur R dans le cas ol u est la fonction constante égale a O en imposant de plus
que x(0) = 1.
Par résoudre 1’équation (E) sur R en imposant de plus x(0) = xo, on entend déterminer toutes les fonc-
tions x, 4 valeurs réelles et de classe ¢! sur R vérifiant x(0) = Oxp et

(1) = u(t) = kx(r) (E)

vVt € R, X (t) = u(t) — k.x(t)

1.b. Résoudre 1’équation (E) sur R dans le cas ou u est la fonction constante égale a 1 en imposant de plus
que x(0) = 0.

2. Existence de solutions a 1’équation (E) : cas ou u est quelconque, continue sur R.

2.a. En appliquant la méthode de la variation de la constante, i.e. en effectuant le changement de fonction
inconnue A (¢) = x(¢).¢**, montrer que x est solution de 1’équation (E) sur R si et seulement si il existe une
constante Ay € R telle que

t
Vi€ R, x(t) = Ag.e K + / e R0 (1) dr M
0



2.b. En déduire que pour tout xg € R, il existe x : R — R unique solution sur R de I’équation (E) vérifiant
de plus x(0) = xg et en donner une formule.

* Kk k

On voudrait considérer une version de I’équation (E) ou la fonction u, définie sur R, présente quelques
discontinuités. Bien sir, I’équation (E) ne peut plus faire sens telle quelle et I’on convient de nommer
« solution sur R au sens généralisé » de I’équation (E) avec entrée u une fonction x vérifiant 1’équation (1)
pour une certaine constante Ay € R.

Soit la fonction 4 : R — R dont le graphe est représenté dans la figure 2 et définie comme suit :

1 sit>0
R, h(t) = - H
h(t)
1
!
- '
0

FIGURE 2 — Entrée sous la forme d’une marche.
3. Calculer x, la solution généralisée de (E) avec entrée u = h, ot h est définie dans (H) et vérifiant x(0) = 0.
* K *

Soit A > 0 et la fonction d : R — R dont le graphe est représenté dans la figure 3.

A
o(1)
| g————cC
t
— ® >
0 A

FIGURE 3 — Entrée sous la forme d’un créneau.
4.a. Montrer que I’entrée & peut s’écrire sous la forme 6(¢) = h(t) — h(t — A)

4.b. Déterminer x, la solution généralisée de (E) avec entrée u = § avec condition initiale x(0) = 0. On
séparera trois cas, suivant que 7 < 0, ¢ € [0,A] etz > A.

* Kk ok

Dans la suite on notera #; = i.A ot i € N et on considere une suite réelle (#;);en-.

4



5. Pour i € N*, on considére u la fonction créneau définie comme suit : u(t) = u;, lorsque ¢ appartient a
[ti—1,ti[ et u(t) = 0 sinon ( c.f. Fig. 4) et x, la solution généralisée de (E) avec entrée u et condition initiale
x(0) = 0. Montrer que :

_ kA
Vi >t x(t) = ui_%ek(zn)'
A
€ @ >
0 (i-DA iA

FIGURE 4 — Entrée sous forme d’un créneau entre [t;_1,1].
6. Dans cette question on suppose que u est une fonction constante par morceaux définie comme suit :

u(t) = u;, lorsque ¢ appartient a [f;_j,#;[, pour un certain i € N* et u(¢t) = 0 sinon ( ¢.f. Fig. 4) et x, la solution
généralisée de (E) avec u = § avec condition initiale x(0) = 0. Montrer que pour i € N* :

i 1— €7k'A k(t:i—t:
x(ti) = Z Ltj—k e (ti=15)
j=1

7. En effectuant un changement d’indice sur la sommation, montrer que le résultat de la question précédente
x(t;) peut s’écrire :

i—1
x(t) =v. Y ui @ (ID)
(=0
ou les nombres Vv et @ sont a expliciter.
M3A @ —C
Uy o~— C
4
< : >
0 A 2A

FIGURE 5 — Entrée sous forme d’une fonction en escalier.
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Correction Ex.—1 Soient a, b et ¢ les trois racines complexes du polynome
P=X>-5X+V2

1. On a, en factorisant, du fait que le coefficient dominant de P est 1 que

P=(X—-a).(X—b).X—c)=X>—(a+b+c)X*+ (a.b+b.c+c.a)X —ab.c

et donc, par identification des coefficients
a+b+c=0,a.b.c= —V2etab+b.c+ca=—5.
2.0na
(a+b+c)? =a*+b*+c*+2(a.b+b.c+c.a)

ce qui se réécrit
0=2S8,+2.(-9)
et donc S> = 10.
3.SiP(x)=0,0na
X =5x-2

et donc, en multipliant par x
H=5x2—-V2x

Ceci est valable pour toutes les racines de P et donc
at=5a>—V2.a,b*=5>—\V2.betc* =5.c2—V2.c
En sommant ces identités, on trouve que S4 = 55, — V2.0 = 50.
Correction Ex.—2 Pourn € N, n > 2, on considere le polyndme
n—1
PX)=X"-Y Xt =Xx"—-Xx"""-X"?—...— L

k=0

On pose par ailleurs, pour z € C, f,,(z) = "1 —2.2" +1.
1. Soit z € C\ {1}. On a, par la formule sur les somme géométriques,

P(z) = z"—zzn__ll
o Jn(2)
oz

et donc, pour un tel z # 1, P,(z) =0 < f,(z) =0.



2.a.0n a
Vx € [0, +oo[, fu(x) =x"T1 —2.4" 41

et, en dérivant cette fonction polyndmiale, on obtient
Vx € [0,4oo[, f1(x) = (n4+1) X" —2.nx" L =x""1((n+1)x—2.n).
Le signe de la dérivée f, sur [0, +oo[ est facile a déterminer :

2n

Vx € [0,+o0[, fo(x) =0 x=00ux= T

et

2n
Vx € [0,+oo[, fi(x) < 0<:>x€]0,n+1 {
On peut donc établir le tableau de variations de f, sur [0,+oo[ et y placer quelques valeurs particulieres
(fn(0) =1, fn(1) =0, f,(2) = 1 (pour la question suivante)) ainsi que limy_ . f,,(x) = -oo.
Ce qui donne

x |0 1 % 2 400
1 ~+o0
N\ S
f(x) 0 1
N\ /
<0

L’ observation de ce tableau (en conjonction avec une utilisation raisonnée du théoréme de la bijection
continue), permet de conclure que f, s’annule exactement deux fois sur [0, 4-oo[, une fois en 1, ’autre fois
en un certain a, > nz% Comme P,(1) =1—n < 0 et vu I’équivalence montrée a la question 1, on en déduit
que P, admet en a, son unique racine réelle positive.

2.b. Comme f,(2) = 1, par le tableau précédent, ona 2 > a, > % Par le théoreme des gendarmes, la suite
(an)n>2 est convergente, de limite 2.

3. La fonction f,, est polynomiale, de polyndme associé F, = X" ! —2.X" + 1, de degré n+ 1. Les solutions
de I’équation f,,(z) = 0 d’inconnue z € C sont les racines du polyndme F;,. Par D’ ALEMBERT-GAUSS, F;,
admet n 4+ 1 racines complexes distinctes si les racines complexes de F;, sont toutes simples.

Soit @ € C une racine multiple de F,,. On a alors F,, (@) =0et F, (o) =0, i.e.

" —2.a"+14+1=0et (n+1).0" —2n.0" ' =0

ie.
o 20"+ 1+1=0eta" ((n+1).a—2n) =0
ie.
n+1 n 2n
o' =2.a"+1+1=0et(a=00ucx= )
2n+1
On a vu a la question précédente que ni 0 ni % ne sont racines de F; et donc on peut conclure au fait

que toutes les racines de F, sont simples (et donc qu’il y en a n+ 1). Le nombre 1 est racine de F;, car
fu(1) =11 —2.1" 41 = 0 et donc, dans C\ {1}, F,, comporte n racines distinctes (qui sont les solutions
de I’équation f,(z) = 0 d’inconnnue z € C).

Par la question 1, ces n nombres sont tous racines de P, et comme P, est de degré n, (par décompte
maximal des racines d’un polyndme de degré n), ces n nombresx distincts constituent foutes les racines de
P, et celles-ci sont simples.

4. Soit z une racine de P,.



4.a. Si z une racine de P, alors
=147+ 47"
et donc par inégalité triangulaire (et multiplicatiivté du module)
2" <1z +- 42"

Dongc, si |z| # 1 alors

2" — 1
2" <
o] =1
Le. 1
n A4 -
— <0
- <
Le.
Al _
ol =1
4.b. On peut établir le tableau de signe de % lorsque x parcourt [0, +oo[\ {1} en se servant du tableau de

variation de la question 2.b (y placer a, entre % et 2) pour obtenir que

‘v’xZO,x;él,Lx)l§0(:)x§an
x_

Si z une racine de P, :
— si |z] # 1 alors

f(lz)
-1 =
— si|z] =1 alors |z] < ap;
et donc, dans tous les cas :
Si z une racine de P, |z] < aj,.

0 et donc |z|] < ap;

Correction Ex.-3 On considére la partie D de R? définie par
D={(x,y) € R*y* <2x}
et on s’intéresse a I’équation aux dérivées partielles d’inconnue ¢ : D — R, de classe €2 sur D :

9’9  9¢

P 2 —_— prm—

V(x,y) €D, (2x—y )8x2 + o 169 =0 (E)
1.0na

D={(x,y) €R?*y* < 2x} = D = {(x,y) €]0,+oo[ x R, —v2x <y < V2x}
Pour représenter graphiquement D, il suffit donc de tracer les graphes (de fonctions) d’équations y = v/2x

et y = —+/2x et de considérer la zone D entre ces deux graphes.
2. Soit A = R* x R. On considere I’application / définie par

2.2
Y(u,v) € A, h(u,v) = (u ;v ,V)

2.a. Soit (x,y) € D. Résolvons 1’équation (x,y) = (”2?2,\/> d’inconnue (u,v) € A. Pour (x,y) € D, (u,v) €

A, on a les équivalences
u?+v? u?+y? w? = 2x 2 (u>0,2x—y?>0 = 2
= - — == e - - I _ u —_— 2X -
X T o)X N ¥y ( g ) y
y = v v = y v, = y v = y

et donc £ définit une bijection de D sur A de bijection réciproque définie par

Y(x,y) €D, h ! (x,y) = ( 2x—y2,y>



FIGURE 6 - D

2.b. Changement de variables (x,y) = h(u,v).
Soit ¢ : D — R une fonction de classe € et ¥ : A — R définie par y = ¢ oh, i.e.

2 2
) € 8wl =00 =0 (55 )

On a, par la formule de dérivation composée en deux variables,

0 0 2 2
a—lg(u,") = a(fP (u erv ,V)>

B 8_¢ u? 412 8—”2§V2+&_¢ u? 412 @
ox\ 2 V) Tou T\ 2 ")

20 [u*+v?
= — v .u
dx 2
et de méme, en dérivant cette identité par rapport a u, avec la méme technique
’y d (9 [u*+1?
5, (u,v) = Ep (a ( 5 ,v) .u)
00 (u?>+v? %0 (u?+v? ’
= = V| + V| .u
ox 2 ox2 2
2.c. Du fait que 4 établisse une bijection de A sur D, ¢ vérifie (E) sur D si et seulement si
9%¢ 9¢
2
v(x7y) €D, (2x—y )W(xay) + x

ie (u= \/2x—y2,x:#,v:y)

%0 (u®+v? 00 (u*++? u? +1?
W 2Y Y v _ —
(u,v) €4, u dx? ( 2 ,v) dx ( 2 ,v) 16¢ < 2 ,v) 0

(X,y) - 16¢(x7y) =0

4



et donc, vu le calcul précédent, si et seulement si

%y

\V/<M,V) S A, W

(u,v) — 16y (u,v) =0

i.e. siet seulement si y vérifie (E’) sur A.

3.a. Résolvons (E’) sur A en fixant v € R. La fonction f : u € |0, +oo[ — y/(u,v) est solution sur |0, +co| de
I’EDO linéaire d’ordre 2 :

f"—16f=0
La fonction f est solution de cette équation si et seulement si il existe deux constantes réelles A, et A_

telles que
Yu>0, f(u) =Ay.e™+A_.e™™

La fonction y est donc solution de (E”) sur A si et seulement si il existe deux fonctions réelles A, et A_
telles que
W e R, Vu >0, yw(u,v) = A, (v).e* +A1_(v).e ™

Le fait que ¥ soit de classe € sur A équivaut au fait que A et A_ sont de classe € sur R.
3.b. Et donc, en revenant aux variables (x,y), la fonction ¢ est solution de (E) sur D si et seulement si il
existe deux fonctions réelles A, et A_ de classe € sur R telles que

Y(x,y) €D, $(x,y) = Ay (y).eVED LA (y).e tVE

Correction Ex.—4 Soit @ un nombre réel strictement positif et (x,) la suite définie par :

Xn

xo=aetVneN, x,11 = Tnd2
n

1.a. Montrons par récurrence sur n € N que Vn € N, (H,) : x,, existe et x,, > 0.
Init. Pour n =0 : xo = a, existe bien et est > 0 par hypothese sur a. Hy est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € N, x, existe et est > 0, alors ; +xr’l‘ o
“'n

partir de x,) et est bien > 0 comme quotient de deux nombres > 0). On a donc H, = H,, 1.
Ccl. Par la principe de récurrence, Vn € N, H, est démontrée (vraie).

existe (est calculable a

1.b.
def x(n,a=1.0):
xn = a
for _ in range(n):

xn =xn/(l+nkxn*x*2)
return xn

l.c. Lorsque a =1, 0n a

xo=1,x=1/(140.1%) =1, x=1/14+1.1%) =1/2,x3 =1/2.1/(14+2.1/4) = 1/3

Montrons que Vn > 1, H, : x, = 1

pt

n=1: H est vraie.

H, = H,1 : Supposons que H, soit vraie a un certain rang n > 1, on a alors
1 1 1 1

T i (1) nkE ot

— Et le principe de récurrence démontre ce qui est annoncé.



2. Tl est clair que la suite (x;) est minorée par 0 (question 1). On a, pour n € N,

3
Xn 1 X,
Xptl —Xpn="——"—F—Xp=Xp. | ———5—1 | ==-—n—"—"5 <0
mHl AT I <1 +n.x2 > 1+ n.x2
et donc la suite (x,) est strictement décroissante.
Etant décroissante et minorée par 0, la suite (x,) est convergente vers une certaine limite £ > 0. On a
Xn

Vn € N, =—
" s 1 +n.x3

Si £ > 0, le membre de droite de cette identité a pour limite O par opérations car n.x2 e oo, ce qui est

incompatible avec le fait que la limite du membre de gauche soit £ > 0. On en déduit que ¢ = 0.

3.a. Soit n > 1. La fonction f; définie sur R™ par Vx > 0, f,(x) = 1+XW est bien définie, de classe € sur

son intervalle de définition (en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas). On a

, (14+n.x*) —x2n.x 1 —n.x?
v 20, fulx) = (1+n.x%)2 - (1+n.x?%)?

. e . , . D SR
On peut dresser le tableau de signe de cette dérivée (qui ne s’annule, et change de signe, en x =n" 2) puis le
. . . . N\ l ] Z : l pN 1
tableau de vvariation de f;, (qui est croissante de 0 a 3/ Sur [0, 75} , décroissante de 3/ & 0 sur [7%, o0 [)
pour obtenir I’inégalité :
1
Vx>0,0< f(x) < —=

3.b. Montrons par récurrence que Vn > 2, x, < % (On sait que Vn € N, x,, > 0.)

— Pourn=2,x; = fi(x1) < % par I’'inégalité démontrée précédemment. L’initialisation est faite.

— Supposons que pour un certain n > 2, 0 < x,, < % Comme x,,+1 = f,(x,) et que x, < rll < \/lﬁ et que

[ est croissante sur I’intervalle [0, \/iﬁ] ,on a (méme calcul qu’en 1.c)

Xn+1 = fn(xn) < fn(%) = nj_ 1
La propriété a démontrer est donc héréditaire.
— et, par le principe de récurrence, on a Vn > 2, x, < %
4.a. Soit k > 2.
R l+k'x/%—l:k'—x%:k.xk
Xk+1 Xk Xk Xk Xk

Soit n > 3. D’une part, par télescopie,

et d’autre part, comme k.x; < 1,

On a donc

Pour n = 2, cette inégalité est vraie (c’est une égalité!). Avec I’inégalité de la question 3, on obtient donc :

Vn>2,



4.b. En multipliant par n > 2, on obtient

Vn > 2, <nx, <1

et, par le théoreme des gendarmes (les termes extrémes de ces inégalités ont clairement pour limite 1), on

obtient

n—+4oo o .
nx, — lie x,~—.
n

Correction Ex.—5 Le modele d’évolution s’écrit :

dx
o (1) =u(t) —kx(t) (E)

ol k € R et u est une fonction réelle connue, appelée « entrée » du systeme.
1. Existence de solutions a I’équation (E) : cas ou u est simple.
1.a. Si u est constante égale a O sur R, on a affaire a la résolution d’un EDO linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants (MALTHUS !), une fonction x est solution de cette équation (cours) si et seulement si il existe une
constante A telle que

Vi eR, x(t) =A.e ¥

En ¢t = 0, on obtient que la seule solution de (E) sur R telle que x(0) = 1 est
Vi eR, x(t) =e

1.b. Si u est la fonction constante égale a 1 et x(0) = 0. On a affaire a la résolution d’un EDO linéaire
homogene d’ordre 1 a coefficients constants :
— Une solution particuliere (constante) est donnée par X g : t %,
— une fonction x est solution de cette équation (cours) si et seulement si il existe une constante A telle
que

1
Vi e R, x(t) = A.e k4 %

— Ent =0, on obtient que la seule solution de (E) sur R telle que x(0) = 0 est
1 —k.t
VtE]R,x(t):%(l—e )

2. Existence de solutions a I’équation (E) : cas ou u est quelconque, continue sur R.
2.a. Si x est une fonction de classe ¢! sur R, la fonction A définie par V¢ € R, A(¢) = x(t).e"! est elle aussi
de classe €' eton a

Vi€ R, x(t) = A(t).e * X (1) = A/ (1).e ™ —kx(r).

La fonction x est solution de I’équation (E)
Vi e R, X (t) = u(t) — k.x(t)

ie.

Vi e R, A/ (1).e M = u(r)

ie.
Vi e R, A/ (1) = u(t).e™

En intégrant cette égalité entre O et ¢, ceci équivaut a I’existence d’une constante A telle que
! k
VEER, Ar) = Ao +/ u(t).et7 dr
0
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En revenant a I’inconnue x, la fonction x est solution de I’équation (E) si et seulement si
Vi e R, x(t) =e (ﬁo -l-/olu(”c).eJrk‘T d‘L’)
i.e. , en développant, intégrant le e %! dans I’intégrale,..
Vi € R, x(t) = Ag.e X + /0 t e K07 (1) dr. )

subsubexo Soit xg € R, en prenant t = 0 dans (I), on obtient x(0) = A et donc ’'unique solution sur R
de I’équation (E) vérifiant x(0) = x est définie par

t
Vi € R, x(1) = xq.e ¥ +/ e K077 (1) dr. @)
0

3. La solution généralisée de (E) avec u = h, et vérifiant x(0) = 0 = x est, d’apres (I’) donnée par :

t
Vi € R, x(t) = / e+ h(7) do
0
Simplifions cette intégrale :

— Sit <0, x(t) = [je " M rngy dT=0;

— Sit >0,
t
x(t) = /0 e_k'(t_r).llfzo dt
t

_ /’e—k.(r—r) Jr— {l.e—k.(t—r)]
0 k 0
1— e—k‘t

Tk

4.a. On a

vVt eR, h(l‘) —h(l‘ —A) = H{tZO} - H{t—AEO} = H{tZO} - H{tZA}
On a donc trois cas
— Si1t <O, 11{;20} =0= H{tZA} et ]’l(l‘) —h(l‘ —A) =0;
— Si0<r <A, H{tZO} =1, H{tZA} :Oeth(t) —h(l‘—A) =1;
— Sit > A, H{IEO} =1= H{tZA} et h(l) —h(l—A) =0;
et donc, dans tous les cas, 6(f) = h(t) — h(t — A).
4.b. La solution généralisée de (E) avec u = 9, et vérifiant x(0) = 0 = x est, d’apres (I”) donnée par :

t
Vi € R, x(r) = / e k0= §(7) dr
0

On a donc, par linéarité de 1’intégrale, puis changement de variable affine 7/ =7 — A :
t t
Vi €R,x(r) — / e+ (1) dr— / e k0= p(—A) dt
0 0

t t—A
= /e_k'(’_f).h(r) dr—/ e R=D=A p(1) dt
0 —A

t t—A
= /0 e_k'(t_f).ll{rzo} d‘L’—/_A €_k'(t_r)_k'A.]l{TZO} dt

t t—A
(CHASLES+intégrande nulle) = /Oek‘(tf).ll{po} d‘L‘—./O e’k'(t’A)’T).ll{Qo} dt

Simplifions ces intégrales en se servant du calcul fait en 3 :
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— Sit<0,r—A<0etx(t)=0;
1—

— Sit>0,t—A<0etx(t) = 2 :
— Sit>Aetx(t) = lfi"‘-’_ke—;(r—M;

Dans la suite on noterat; = i.Aoui € N,
5. La solution généralisée de (E) avec u = 0, et vérifiant x(0) = 0 = x¢ est, d’apres (I') donnée par :

t
Vi € R, x(t) = / e R0T) (1) d.
0

Pour t > ¢;, en utilisant I’indicatrice, on a donc

t "
x(t) = /0 e_k.(t_,r)'ui'H{li—l§T<l‘i} d"c — ”i-/ e_k.(l—’f) dT

li—1
t ti

= u. F.e_k'(’_r)] = u;. F.e_k'([_r)]
k ti—1 k ti—A

—k.(t—1;) _ ,—k.(t—(t;—A)) 1 —e kA

k Sk

6. La solution généralisée de (E) avec u = 9, et vérifiant x(0) = 0 = xq est, d’apres (I') donnée par :
t
Vi € R, x(t) = / e R0 (1) d.
0

Pour ¢ = #;, comme sur [0, ],

11 vient

X(li) = /0 k.(ti— Zuj ]l{t] |<‘L'<tj} dt = ; / —k.(ti—7) 7k

7. En effectuant le changement d’indice sur { =i— j, j=i—{, vuaque t; —t; = (i— j).A, on a donc

i—1 o OA 1— e*k.A
ti) = Zui_g.e* ' S
=0
ie.
i—1 ,
x(t)=v. ) ui @ (ID)
=0
—k.A
ouv= l_ek et d = e KA,




