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Mathématiques 2019-2020

Devoir Surveillé 06

Le 07 mars
durée 3h30

Documents écrits, électroniques, calculatrices et téléphones portables interdits
La plus grande attention sera apportée a la qualité de la rédaction, syntaxe et orthographe comprise.
Numérotez les copies et questions et soulignez ou | encadrez | les résultats.
Vous pouvez utiliser les résultats des questions en amont d’une question donnée en la référencant clairement
Les calculs, méme longs et fastidieux doivent figurer sur la copie

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu ‘il sera amené a prendre.

Exercice 1

On rappelle que, pour tout p € N*, .Z,(R) désigne 1’ensemble des matrices a p lignes et p colonnes et
a coefficients réels. Par convention, si M € .#,(RR) alors M° désigne la matrice identité de ., (R).

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel. On s’intéresse a deux populations d’oiseaux notées
P (étudiée dans la partie A) et &7, (étudiée dans la partie B). Dans chacune de ces populations, la moitié
sont des oiselles (c’est-a-dire des femelles) et on modélise 1’évolution de 1’effectif de ces oiselles en fonction
de n, le nombre d’années écoulées depuis un instant initial correspondant a n = 0.

Ces deux parties peuvent étre abordées indépendamment 1’une de I’ autre.

Partie A
Premier exemple dans ., (R)

30 0 5~
A.l.a. Calculer det(P) puis P~

A.1.b. Démontrer que A est diagonalisable et donner une matrice diagonale D telle que A = P.D.P~'.
A.2. Les oiselles de &; sont classées en deux catégories :
— les oiselles jeunes, agées de moins d’un an. L’effectif des oiselles jeunes est noté j,.
— les oiselles adultes, agées d’au moins un an. L’effectif des oiselles adultes est noté a,,.
Une étude sur le terrain a permis de conclure que :
— chacune de ces oiselles donne naissance en moyenne a une oiselle pendant sa premiere année de vie
et a 5 oiselles pendant sa deuxieme année.
— 15% des oiselles survivent au dela de leur premiére année mais jamais au dela de leur seconde année.
On note :

A.l. Soient les deux matrices :

W

&:@ﬁag:pmh

n

A.2.a. Justifier que X, ;| = A.X,, pour tout n € N.
A.2.b. En déduire une expression de X, en fonction de X}, n, P et D. On rédigera une démonstration par

récurrence.
A.2.c. En supposant jj et ag non nuls, démontrer que j, et a, sont équivalents a des termes généraux de

suites géométriques.



Partie B
Second exemple dans .Z3(RR)

B.1. Soit la matrice :
4

0
0

B=

ORI O
W O M

B.1.a. Démontrer que 2 et —1 sont les deux seules valeurs propres de B, déterminer les espaces propres de
B et en déduire que B n’est pas diagonalisable.
B.1.b. Démontrer que B est semblable a la matrice 7" ci-dessous :

2 0 O
T=10 -1 1
0 0 -1

B.1.c. Déterminer 7" a I’aide de la formule du bindme de NEWTON.
B.2. Les oiselles de &7, sont classées en trois catégories :
— les oiselles jeunes, agées de moins d’un an. L’effectif des oiselles jeunes est noté J,,.
— les oiselles préadultes, agées d’un an a moins de deux ans. L’effectif des oiselles préadultes est noté
B,.
— les oiselles adultes, agées d’au moins deux ans. L’effectif des oiselles adultes est noté A,,.
Une étude sur le terrain a permis de conclure que :
— une oiselle de moins d’un an n’est pas féconde.
— chaque oiselle donne, en moyenne, naissance a 4 oiselles durant sa deuxieme année de vie et autant
pendant sa troisieme année.
— 75% des oiselles survivent au dela de leur premiere année.
— les deux tiers des oiselles vivantes a la fin de la deuxieme année survivent, mais jamais au dela de la
troisieme année.
B.2.a. Etablir une relation entre la matrice colonne de coefficients Ju+1, Put1 €t A, et la matrice colonne
de coefficients J,,, P, et A, puis en déduire qu’il existe une matrice inversible Q € .Z3(R) telle que :

VaneN, [P, | =0.7".07". | P
A, Ao

B.2.b. En déduire enfin qu’il existe trois matrices C, C, et C3 appartenant a .Z3(RR) telles que :

I Jo
P, | = (2”.C1—|—(—1>n.C2+n(—1)n.C3) Py
An AO

B.3. On note S, I’effectif total des oiselles de &7,, on admet que Jy, Ag et Py sont non nuls et que :

C=

. S
NIRRT
\O| =W —\O| 00

e EN=TEN

B.3.a. Démontrer que les suites (J,), (P,) et (A,) divergent vers -+co.
J

B.3.b. Calculer rg(C;) puis déterminer également les limites des suites (), (g)—;) et (S"S—z‘)



Exercice 11

On cherche a résoudre le probleme d’interpolation de HERMITE : on se donne deux nombres complexes
distincts z; et zp, quatre nombres complexes o, 2, 0, & et 1’on cherche a trouver un polyndme P vérifiant

P(z1) = oy, P'(z1) = 61, P(z2) = o et P'(z2) = &,

On cherche bien évidemment a le faire en utilisant une méthode pouvant se généraliser a un nombre quel-
conque de points.

1. On considere I’application

Hy: C[X] — c*

(z1)
(z1)
(2)
(2)

P >

N vOW

1.a. Montrer que cette application est linéaire.
1.b. Montrer, en utilisant la théorie de polyndmes, que P € Ker Hy si et seulement si il existe un polyndme
Q tel que

P=(X-2)%(X—-2)%.0

l.c. Soit H la restriction de Hy a C3[X] I’espace des polyndmes a coefffcients complexes de degré < 3.
Montrer que H est injective puis que ¢’est un isomorphisme.

1.d. Traduire ce fait en I’existence et 1’unicité éventuelle d’une solution a notre probleme. Quantifiez cor-
rectement votre énoncé.

2.a. Ecrire la matrice M de H relativement aux bases canoniques de C3[X] et de C*.

2.b. Montrer (sans calculs!) I’inversibilité de la matrice

1 0 1 O
4| 1 22 1
N =

Z% 221 Z% 2Z2

3 31 3 3%

X —12)? X — )2
3. On définit les polyndmes Q; et O, par Q1 = E Z2)>2 t Q) = E Zl))z'

22 =2

3.a. Vérifier que Q1(z1) = 1,01(z2) = Q) (z2) =0 et 02(z2) = 1,02(z1) = 05 (z1) = 0. Que valent Q/(z1)
et 0y(22)?
3.b. On définit

Ar=(1-(X~21).01(21))-01,D1 = (X —21).01
Apres avoir exprimé A} et D}, calculer H(A;) et H(Dy).
3.c. Déterminer des polyndmes A, et D, de sorte que H(A;) = et H(Dy) =

0 1
3.d. Montrer que la famille 5 = (A;,D;,A,,D;) est une base de C3[X] et que, pour o4, d;,0,0, € C
donnés, le seul polyndme P de degré < 3 solution de notre probléme est le polynome

0
0
1

oS O O

P=o0y.A;+01.D1+0.Ar+6.D>

4. Donner la matrice de passage de la base 7 a ./, 1a base canonique de C3[X].
5. (Difficile) Donner une formule pour I’inverse de la matrice N définie a la question 2.b en décrivant une
méthode qui puisse se généraliser au cas de n points distincts z1,22,. .., 2n-



Exercice 111

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Dans tout le probleme on munit R” de sa base canonique notée (ey,...,e,).On rappelle que .#,(K)
désigne 1’ensemble des matrices de taille n x n a coefficients dans K (avec K = R ou C) et GL,,(K) désigne
I’ensemble des matrices inversibles de .#,(KK). Pour tout A € .#,(K), 'A désigne la matrice transposée de
A etsi K = C alors A est la matrice conjuguée de A (c’est- a-dire celle dont les coefficients complexes sont
les conjugués des coefficients de A).

On confond les vecteurs de K" et les matrices colonnes correspondantes. Enfin, on note £ = {1,...,n}
et Z(E) désigne I’ensemble des parties de E.

La partie A est consacrée a I’étude de certaines matrices réelles diagonalisables dans C. Les puissances
de ces matrices sont utilisées dans la partie B pour modéliser des probabilités.

Partie A
Une matrice particuliere

On considere la matrice de .#,(R) ci-dessous :

=~
I
o

A.l.a. Calculer le rang de J,,. Quel est son noyau ?

A.1.b. SiC; désigne la colonne j de la matrice J, montrer que pour tout i, j € {1,...,n},
0 sii#j
'Ci.C; = { . Hé]
1 sii=j

A.l.c. En déduire 'J,.J, et J, .
A.2. Démontrer que 1 est valeur propre de J, et préciser 1’espace propre associé.
A.3. On cherche a diagonaliser J,, dans C et pour tout k € E, on considere le vecteur de C” ci-dessous :

2ikm 2ikm 2ikm _
e = (en X0 7w ¥l T x(nmh)y

A.3.a. Calculer u,. u, est-il vecteur propre de J,, ?
2ik
A.3.b. Démontrer que pour tout k € E, uy est vecteur propre de J,, pour la valeur propre en

En déduire que J, est diagonalisable dans C.

Partie B
Casoun=4

Dans cette partie on suppose que n = 4 et k désigne un entier naturel.

B.1l.a. Déterminer une matrice diagonale D € .#4(C) et une matrice P € GL4(C) telles que la matrice J4
(cf. partie A) soit égale 2 P.D.P~! puis calculer /P et en déduire P!,

B.1.b. Calculer Jf (J4 au carré), J;I’ (J4 au cube) et .Iit (J4 ala puissance 4).



B.2. On considere I’ensemble :

(a,b,c,d) € R*

S0 xR
o L &
UL T o
Qo X

B.2.a. Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de .#4(C) dont (,J4,J3,J3) est une base (I désignant
la matrice identité de .#4(C)). Quelle est la dimension de & ?
B.2.b. Soit A € &. Déduire des questions précédentes qu’il existe une matrice diagonale A telle que A =
P.A.P~! et préciser les valeurs propres A1, A2, A3 et A4 de A.
B.3. Une usine de traitement des déchets industriels procede chaque semaine au prélévement de 4 échan-
tillons le long du cycle de traitement. Si le contenu d’un échantillon de numéro i € {1,...,4} est contaminé
alors on peut modéliser la propagation de la contamination grace a une matrice A € &.

En effet si un probleme est décelé a 1’échantillon i alors la probabilité de retrouver cette contamination
a un échantillon j € {1,...,4} la semaine suivante est la j-ieme coordonnée de A.e; et plus généralement
au bout de k semaines cette probabilité est la j-ieme coordonnée de A*.e;.
B.3.a. Exprimer A* 4 I’aide de P, A1, Ao, A3 et A4.

4
B.3.b. Des relevés statistiques ont montré qu’on a toujours a+b+c+d =1 et (a,b,c,d) € [0, ﬁiZ[ .

Etudier la convergence des suites (Af), (15), (%) et (Af).
B.3.c. En déduire que (Ak) converge (c’est-a-dire que tous les coefficients de A¥ convergent) vers une
matrice § et calculer P.5.P~!. Comment interpréter ce dernier résultat ?
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Correction Ex.—1

Partie A
Premier exemple dans .#>(R)

15 2 2
(30 3)
20 5 5

3 1 8 5
det(P):—2§—2§:—§ etP*I :—§<

1 5 2 2 3 —1 3.0
ar=(30) (G 3)=0G 2)=rG 5
20 5 5 10 10 2

3
En posant D = ((2) _O% ,onadonc A =PD.P~! et A est diagonalisable de valeurs propres % et —%.

A.2. Les oiselles de & sont classées en deux catégories :
On note :

A.l. Soient les deux matrices :

A.l.a. On a (formules du cours)

[
N —n| Lo
o |
[\
~~_
Il
VR
+ +
00| —00| W
I+
INITININ
~

A.1.b.On a

n

X, = <i"> etX =Pl X,

A.2.a. De I’année n sur ’année n + 1,
— Pour les jeunes oiselles, vu que chacune de ces oiselles donne naissance en moyenne a une oiselle
pendant sa premiere année de vie et a 5 oiselles pendant sa deuxieme année, on a

Jn+1 = Jn+ 5.a,

— Pour les oiselles adultes, vu que 15% des oiselles survivent au dela de leur premiere année mais
jamais au dela de leur seconde année, on a

15 . 3.
a = ——In—==—Jn

Matriciellement, ceci se réécrit X, | = A.X,,.
A.2.b. Ecrivons cette relation a I’aide de X, et X, ;. On a donc, pour tout n € N,

PX), =APX

et, en multipliant par P~ !,
vneN, X, =P ' APX,=DX,

Par la récurrence géométrique usuelle (a réécrire ici car elle est explicitement demandée), on a donc

Vn e N*, X, = D" . X = .X|)



A.2.c. Si jj et ap sont non nuls, comme, par la relation précédente, en repassant en X,,, Xo,

N x — oy (3G (=) 3(3) -3(=3)"
Vn e N*, X, =PD".P ' X, (3(3)n sy (%)n_%(_%)n).xo

0\2) “ 4\ 2

NS

et donc, lorsque n — +oo,

. 3. 5

Jn ™~ (Z'J0+ Eﬂo)
3 .01

anp ~ (E-JO—F Z‘a())

Partie B
Second exemple dans .#3(R)

B.1. Soit la matrice :

0 4 4
3
0 %20

B.1.a. On engage la recherche de valeurs propres. Un nombre complexe A est v.p. de B ssi la matrice
B — A.Iz est de rang < 2. Par le pivot de GAUSS, les matrices suivantes ont toutes méme rang que B — A .15.

Ly < 4L,

—A 4 4 Lo 3Ly 3 —42 0
32 -2 0 s 0 2 -31
0 3 -2 —1 4 4
Ly < 3L3+ ALy 3 —4A 0 Ly Ly —2(3—2A%).Ls 3 —44 0
g 0 2 —3A SR — 0 2 31
0 43-1%) 12 0 0 I12+6A(3—1?%)

Le nombre complexe A est vp de Bssi 12+6A(3 —A2) =0, i.e.
—A* 431 +2=0

Les nombres 2 et —1 (avec multiplicité 2) sont les seules racines de ce polyndome, ce sont donc les deux

seules valeurs propres de B.

Déterminons les espaces propres de B :
— v.p A = 2. Pour déterminerE} le sev propre de B associé a 2, on résout ’équation (B —25).X =0

d’inconnue X. En reprenant le pivot de GAUSS effectué précédemment, cette équation, apres avoir

X
posé X = | y | équivaut a

<
3x—8y=0et2y—6z=0

8
E2:Vect< 3 >
1

et donc



— v.p A = —1. Pour déterminerE _ le sev propre de B associé a 2, on résout I’équation (B+13).X =0
d’inconnue X. En reprenant le pivot de GAUSS effectué précédemment, cette équation, apres avoir
X
posé X = | y | équivaut a
Z
3x+4y=0et2y+3z=0

4
E_I:Vect< -3 >
2

La somme des dimensions des espaces propres est 2 # 3. La matrice B n’est donc pas diagonalisable.
B.1.b. Construisons une base %' = (¢}, ¢}, ¢;) de R? en posant

et donc

8 4
di=13],¢,=|-3]| etéitq.B.es =—¢e;s+¢)
1 2

Si nous sommes capables de mener cette opération a terme, en posant Q la matrice de passage de # la
base canonique de R3 2 cette base ', on aura, par la formule du changement de base,

2 0 O
o 'Bo=[(0 -1 1 |=T
0O 0 -1
4 X
Il s’agit, pour trouver e’3, de résoudre I’équation (B+13).X = | —3 | d’inconnue X = | y |, on vérifiera
2 Z
ensuite que (¢},¢),€5) est une base de R3. En appliquant le pivot de GAUSS, les systémes suivants sont
4
équivalents a I’équation (B+13).X = | —3
2
x 44y +4z = 4 L 4L, x +4y 44z =
3 L3+ 3L3
X +y = -3 — 3x +4y = —12
%y +z = 2 2y  +3z =
Ly + L, - 3L, * +4y +4z - 4 Ly + Ly — 3Ly X +4y +4z = 4
— -8y —12z = 24 — ) 13 — 6
2y 43z = 6 4 ¢ =

Ce denier systeme est échelonné, de rang 2, une solution en est

-8
es=1 3
0

Montrons maintenant que (¢},€5,e5) est une famille libre de R? (et donc une base de cet espace de di-
mension 3). On peut évidemment le faire directement avec les valeurs des vecteurs (c’est facile mais on
n’apprend rien). On va le faire en utilisant les relations recherchées sur ces vecteurs, a savoir

/ / / / / / /
B.el = 2.31, B.ez = —€y, B.e3 = —€3 +€2



Soient A1,..., A3 trois scalaires tels que
€] +2z.65+23.¢5=0
En appliquant B a cette égalité, il vient
2.01.6) —Ar.és+ A3.(—e5+€5) =0
Maintenant en ajoutant les deux égalités, on obtient que
3.A1.€145.¢5 =0

Comme ¢/ et ¢, sont vp associés a des vp distinctes, alors A; = A3 = 0 et finalement, en reprenant I’équation
initiale A, = 0.
S’ est donc libre.

B.1.c.On a
2 0 O 2 0 O 0 0O
T={0 -1 1 |=(10 -1 0 |+|0 0 1
0 0 -1 0 0 -1 0 0O
=D —N
On remarque que D.N = N.D (faire le calcul ) et que 72 = 0.
Soit n > 2, la formule du bindbme de NEWTON. on a
n __ n__ nn n—1
T"=(D+N)"=D"+nD" "T+_...
=0
Comme
2" 0 0 2n-1 0 0 00 0
D'=10 (=) o |,p"'=| 0 (=1)! 0 D 'r={0 0 (-1)"!
0 0 (=1 0 0 (=11 00 0
Ona
2" 0 0
T"=10 (=1)" n(-1)*"!
0 0 (—=1)"
B.2.

B.2.a. Notons
Jn
.= | b
Ay

D’une année n sur la suivante n+ 1,
— «une oiselle de moins d’un an n’est pas féconde, chaque oiselle donne, en moyenne, naissance a 4
oiselles durant sa deuxieme année de vie et autant pendant sa troisieme année » donne

Jps1 = 4.P+4.A,

— «75% des oiselles survivent au dela de leur premiere année » donne

3
Pn+1 - ZJn

— «les deux tiers des oiselles vivantes a la fin de la deuxieme année survivent, mais jamais au dela de

la troisieme année » donne 5
An+1 = §P n

4



Ce qui, matriciellement, ce réécrit
Vn € N, Yn—H =BY,

En posant Y/ = Q~'.Y, (Q la matrice de passage de % 4 #'), ceci se réécrit (il ya une petite récurrence a
faire pour la deuxieme formule) en

vneN, Y, =0 .B.Q.Y,

=T
Jo
VheN, Y =T"Y;=T".0"'. | R
Ao
Jo
VneN,Y,=0T".0" ' | B
Ag

B.2.b. Ecrivons
T"=2".C{+(=1)".Cy+n(-1)".C}

avec
1 00 0 00 00 O
ci=10 0 0],c=(010]etC=[00 —1
0 00 0 01 00 O
On a alors, en développant I’expression précédente
V,=|P | =2"Ci+(-1)".Co+n(—-1)".C3) Yo = (2".C1 + (- 1)".Co+n(—1)".C3) | Py

C=0C.00=00.0"etC;=0.05.07"

B.3. On note S, I’effectif total des oiselles de &7,, on admet que Jy, Ag et Py sont non nuls et que :

C=

o|—o—ol~
Y P
N{ERCEAN
\O| | —\O| 00

B.3.a. On a (traduction ligne a ligne de 1’égalité matricielle démontrée), du fait que (—1)" et (—1)".n sont
O (n) etdonc o (2"), que

(4 328 i

1 4 1
P, = 2" -Jo+=Py+=A 2"
(6 0 5oty 0)+0( )

1 4 1
A, = 2" — —Py+-A n
n (18J0+27 0+ g o>+0( )

Il est donc clair que les suites (J,), (P,) et (A,) divergent vers +oo, elles sont toutes équivalentes a K.2" ou
K est une constante strictement positive.



B.3.b. On a vu que C; = C; = Q.C;.Q ! ot C] est de rang 1. On a donc rg(Cy) = 1.
En sommant les trois égalités juste démontrées, on a

12 48 12 2 16 4
LN (e A4 " oy —on (2 g Op i Ta o
n (18 0+ 5770% g °>+0( ) (3 0 5ot °)+0( )

et donc, lorsque n — +oo,

I 50+ 3P+ §A0 _ 12.J9+32.R +24.A0

Sn 2o+ 0Py +4Ag  18.J0+48.Py+36.49

B tJo+ 3P+ Ao _ 3Jo+8PR+6A

Sn 2o+ Ry +2A)  12J0+32.R)+24.4
Sg? — 2

Correction Ex.—2
1. On considere I’application

Hy: C[X] — c*
P(z1)
P'(z1)
P(z2)
P'(22)
l.a. L’évaluation d’un polyndme en un point est une opération linéaire en le polyndme : si P,Q € C[X],
A,ueC,ona

(A-P+p.0)(z1) = A.(P(z1)) + 1.(Q(z1))

La dérivation des polyndmes est elle aussi une opération linéaire. Si on la fait suivre de I’évaluation en un
point, on garde une opération linéaire : si P,Q € C[X], A,u € C,on a

(A-P+p.0)'(21) = A.(P'(z1)) + p-(Q'(a1))

L’ application Hy est formée de ce type d’opérations avec une « mise en vecteur » des résultats. Hy est donc
linéaire.

NB : on peut faire la rédaction habituelle, bien siir !
1.b. Un polyndme P € C[X] est dans le noyau de Hj si et seulement si P(z1) = P'(z1) = P(z2) = P'(z2) =0,
ce qui est équivalent au fait que z; et zp (qui sont distincts) sont racines au moins doubles de P. Ceci se
reformule par I’existence d’un polyndme Q € C[X] tel que

P=(X-2)"(X-2)"0
On a donc
KerHy = {(X —21)*.(X —22)%.0, 0 € C[X]}

1.c. Soit H la restriction de Hy a C3[X] I’espace des polyndmes a coefffcients complexes de degré < 3.
Pour un polynéme P € C3[X], P € Ker H si et seulement si H(P) = Hy(P) = 0 et d’apres la question
précédente, si et seulement si il existe Q € C[X] tel que

P=X-2)%X—-2)%0

Si Q # 0, on a, par les regles régissant le degré d’un produit, que deg(P) > 4, ce qui est impossible. On a
donc Q =0etP=0.

En résumé, Ker H = {0} et H est injective.

Comme dim C3[X] = dimC* = 4, H est un isomorphisme.

6



1.d. On vient d’obtenir que z; # z; étant fixés, pour tout (o, 01, 0, &), il existe un unique polynéme P de
degré < 3 tel que
P(z1) =04, P ( 1)=01,P(z2) = etPl(Zz):52

2.
2.a. La base canonique de C3[X] est .#3 = (1,X,X%,X3).Ona
1 b4 2 z
0 1 5 221 3 373
H(l)= JH(X) = CJH(X?) = tH(X") =
m=|7]-Hm=| | HE = | G | enod)=| 3
0 1 22 3z%
et donc la matrice M de H relativement aux bases canoniques de C3[X] et de C* est
1z 27 7
0 1 2z 323
M= 1 z 2 31
2 4L 4
0 1 2z 3z
1 0 1 O
2.b. Comme N = | °! L 1 ,N='M.

# 20 B 20
7 32z 33
M est inversible car c’est la matrice (relativement a deux bases) d’un isomorphisme. N est donc inver-
sibleet N~ =M1,
3. On définit les polyndmes Q et O par
X—2)” et QO = X2y

X—2)"

0= @-2?2 7 (2-a)?
0,
0

02(22) = 1,02(z1) 20-

et de méme, Q) =

3.a. Par simple subsitution Q1 (z1) = 1,01 (z2) =
OnaQ) = %@)Z(X —z) etdonc Q(z2) =
On a de plus

(X —z1) etdonc Q5(z1) =0

(z2—21)2
2
(z2—2z1)

R

Ap=(1—(X—z21).01(z1)).01,D1 = (X —21).01
On a, en utilisant la dérivation de produit,
Al = =01(z1).01+ (1= (X —21).01(21))-0)
D) = (X—z2)0+0
On a donc, comme Q;(z1) =0, Q1(z2) = Q}(z2) =0,
Ai(z1) =1, Ai(z2) = 0, A1 (z1) = = Q) (21) + Q) (z1) = O et A} (z2) =0
1

3.b. On définit

Ceci se résume en H(A}) = 0

=)

On a aussi
Di(z1) =0, Di(z2) =0, Dj(z1) = Q1(z1) = 1 et D (z2) =0

0
Ceci se résume en H(D;) = (1)
0



3.c. On construit Ay et D, de sorte que H(Ap) = et H(Dy) = en reprenant et adaptant les

S = O O
- o O O

formules utilisées pour Ay et D;. Il suffit de poser

Ay =(1— (X —22).05(22)).02,D2 = (X —22).02

3.d. L’image par H de la famille 57 = (A1, D,A3,D;) est la base canonique de C*. Ceci montre par exemple
que S est libre et, comme elle comporte le bon (4) nombre de vecteurs, c’est une base de C3[X].
Pour a1, 01, 0,6, € C donnés, posons

P=o04.A1+6,.D1+ 0p.Ay + 8.D>

On a clairement

(041
01
(0%)

&

et donc P est bien le seul polyndme de degré < 3 solution du probleme énoncé en 1.d est le polyndme
4. Soit M’ 1a matrice de passage de la base .77 a ./, 1a base canonique de C3[X]. La colonne k de M’ est
formée des coordonnées de X* dans la base .. Pour un polyndme P quelconque, ses coordonnées dans la

P(z1)

/
base .7 sont i) ((Zzl)) et un instant de réflexion montre que M = M’
2

P'(z2)
5. (Difficile) La question précédente montre que M~ est la matrice de passage de .#3 a 7. On se souvient
par ailleurs que N~! ='M~ 1.

On peut, en développant les polyndmes de la base .7 dans la base canonique, trouver la matrice M.

Une fois ceci fait, on laissera au lecteur le soin d’écrire la transposée afin d’obtenir N -1,
On a

H(P)=

1 2 2
= ——(X*"—2X.0+z
Ql (ZI_ZZ)Z( 2 2)
1 2(X —z21)\ /y2 2
Ay = (1-(X-2).0] Q1= 1— X*—2X.20+
= (- G@) 0= (- a4 )
1
= —3(_2X3+3(Z1+Z2)-X2_6Z1.Z2.X+Z2(3Z1—Zz))
(21 —22)
1
D = X—21).01= m (X3 —(z1 +222)X2+ (z%+2zl.zg)X —zl.z%)

et des formules similaires pour A; et D, en échangeant les roles de z; et z5.

Il vient
20Bz-n) —(un-n)uzn —ulBuz-u) —(u-2)272
M = 1 -6z 2 —2)(22+22) +621.22  z1(z1 —22) (21 +222)
(z1—22) | 3-(zi+22) —(u—2)(1+22) —-3(@i+z2) —(z1—-2)2z+z2)
—2 (z1—22) +2 (z1—22)
Pour généraliser au cas de n points distincts 71,22, .. .,2,. Il suffit de faire le méme type de construction

mais en prenant les polyndmes Qy = L% ou Ly est le k polyndme de LAGRANGE associé a ces points. On



P(z1)
P'(z)
construit alors un isomorphisme H : Cy,,_[X] — C2 P : etune base 5 = (A1,D1,...,A,,Dy),
P(zy)
P /(Zn)
la matrice M représentant H par rapport aux bases canoniques des deux espaces de départ et d’arrivée est
aussi la matrice de changement de base de .77 vers .#/,_1. La matrice M ~1 est la matrice du changement
de base en sens inverse. Elle se calcule en développant les polyndmes Ay et Dy sur la base canonique des
polyndmes.
Correction Ex.-3

Partie A
Une matrice particuliere

On considere la matrice de .#,(R) ci-dessous :

0 1 0... 0
Jn -
0 . 1
1 0 ... ... 0
A.l.a. Un peu d’observation permet de voir que les colonnes de J,, sont exactement les vecteurs de la base
canonique, dans I’ordre (e, e1,e3,...,¢,—1). Le rang de J, est la dimension de du sev de R” engendré par

ces vecteurs, il vaut donc n. Du théoréme du rang, ondéduit que la dimension du noyau de J,, estn —n =0
et donc Ker J, = {0}.
A.Lb. Soiti,j€ E={l,...,n}. Le produit ‘C;.C; est un nombre, il vaut Y}, Ji;.Jij ol Jz désigne I’entrée
indicée k¢ de la matrice J.
— Sii# j, chaque produit J;.J;j = O car toutes les entrées Jy, valent 0, sauf une et sii # j, les 1 de C;
et de C; ne sont pas sur la méme ligne :

n
'Ci.Cj =Y Tk
k=1
— Sii = j, tous les produits J;;.J;; sont nuls sauf ’'un d’entre eux qui vaut 1 :

n

IC,.C; = Z JiiJri =1

k=1
A.l.c. Onadonc'J,.J, =1, etJ; 1 ="J,.
1 1 1
A2. OnaJ, | :| =1]:] etdonc 1 est valeur propre de J, associée au vecteur propre 1l := | :
1 1 1
Recherchons I’espace propre associé. On a
( V2 = Vi
V1 Vi = N
v=| | €Ker(J,— L) &L,v=v& : Svp=v=--=v,<veE Vect(ll)
Vn Vn = Vn-1
Vi = Vn

On a donc
E :=Ker (J, —I,) = Vect(1l) et dimE; =1



A.3. Soit, pour k € E = {1,...,n}, le vecteur de C"

2ikm

2ikm
x 1 2 (n—1
ye..,eon ( ))

n

2ikm
up=(en Ve

2in : sz N
A3.a. Ona,pourl €Z,e <l = 2T — 1 Donc u, = 11 et uy est vecteur propre de J,, associé a la v.p. 1.

V1
A.3.b. Remarquons qu’on a, pour un vecteur v = de C", que
Vn
V2
Jpv=
Vn
V1
Soit k € E. On a donc
U2
. U1
Jn.uk = ol Uup =
Uk.n
Uk n
U, 1
Ona(pour/=2,....n—1)
2ikm oy 2ikn 2ikn
Ugp = en =en l=en .,
2ikn 2ikn 2ik o (g 2ikn
Upry) = en XU o™ et XU=1) = 0% Ui
2k kR o () 2ikn
gy = l=en .en x(n=1) — % p g
et donc
2ikn
Joup=e n uy
. 2ikn
Ceci montre que uy, est vecteur propre de J, pour la valeur propre e =
2ikr . .
Posons pour k € E, Ay = e n . On peut constater que les n nombres A pour k € {1,...,n} sont distincts

(Ie mieux pour cela est de faire le dessin ou I’on montre comment ils se situent sur le cercle unité)
J, admet donc n valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable dans C et ses espaces propres sont

tous de dimension 1.

Partie B
Casoun—=4

Dans cette partie on suppose que n = 4 et k désigne un entier naturel.
B.1.a. Si on pose P la matrice dont les colonnes sont uy,us, u3,uy et

M 0 0 0
1o 2% 0 o0
P=10 0 1 o

0 0 0 A

on aura, pas la formule du changement de base D = P~'.J,.P, i.e. J, = PD.P~\.

10



N . , 2im T .
11 nous reste a écrire les matrices D et P et effectuer les calculs demandés. On a e 4 =e¢'2 =i et donc

i 000 iR i1 —i 1
0 -1 O l'2 l‘4 l'6 i8 | 1 11
D=1o o —io|®P=|p s » |7 |2 -1 i 1
0O 0 0 1 @8 12 16 1 1 11
On a alors
—i —1 +i 1
) -1 1 -11 =
P = o1 i1 et (tout calculs faits) 'P.P =4.14
1 1 1 1
On en déduit que P~ = 1.7P.
B.1.b. Ona
0010 000 1
0 0 01 1 000
2 _ 3 s
Ji= 1 000 Ji= 0100 etJ; =14
01 00 0010

B.2.a. Vu la question précédente et la définition de &, on a
& = {aly+bly+cJi+dJ3, (a,b,c,d) € R*} = Vect(I,J4,J7,J3 )

& est donc le sous-espace vectoriel de .#4(C) engendré par la famille (1,Jy,J7,J3).

Cette famille est libre car si a,b,c,d € R sont tels que a.ly +bJs+ ch —i—djjf =Qalorsa=b=c=d=0
vu la position des coefficients.

La famille (7 ,J4,J£,J 2) est donc une base de & qui est alors de dimension 4. (Une base de 4 vecteurs).
B.2.b. Soit A € &. 1l existe donc a, b, c et d tels que

A=aly+bly+cli+dJ3
Or
Jy=PDP ' 2=pPD*P ' 3=PD’P letly=PI. P!

et donc, en factorisant,
A=P (aly+bD+cD*+d.D’) P!

En posant A = a.Iy +b.D+c.D>+d.D?, on adonc A = P.A.P~! et les valeurs propres de A sont les
(A) =a+bX+cAZ+d A2 ke{l,... .4}

ie.
Spec(A) ={a+bi—c—di,a—b+c—d,a—ib—c+di,a+b+c+d}

B.3. Une usine de traitement des déchets industriels proceéde chaque semaine au prélévement de 4 échan-
tillons le long du cycle de traitement. Si le contenu d’un échantillon de numéro i € {1,...,4} est contaminé
alors on peut modéliser la propagation de la contamination grace a une matrice A € E.

En effet si un probleme est décelé a I’échantillon 7 alors la probabilité de retrouver cette contamination
a un échantillon j € {1,...,4} la semaine suivante est la j-iéme coordonnée de A.e; et plus généralement
au bout de k semaines cette probabilité est la j-ieme coordonnée de A*.e;.

11



B.3.a. Exprimons la modélisation précédente en termes précis de probabilités en introduisant les variables
aléatoires adéquates et en décrivant leur loi.

On dispose de 4 échantillons numérotés 1,2, 3,4. A une semaine donnée k, on marque X; = j si I’échan-
tillon j est contaminé. Il faut comprendre (et ce n’est pas du tout clair dans le texte, que le « probleme »
qui se déplace de semaine en semaine, n’est situé, a un moment donné, que dans un seul échantillon. Le
vocabulaire utilisé pouvait faire penser qu’un échantillon, une fois contaminé, le reste ?)

La regle décrite est la suivante : pour tout i, j = 1,...,4, pour tout k € N,

P(Xis1 = jIXx =1i) =Aj;

ou Aj; est la j-ieme coordonnée de A.e;.

P(Xiy=1)
On introduisant, pour k € N, le vecteur Uy = Eg" - gg , on a donc
k p—
P(X;, =4)

Vke N, Uy =AUy
et, par la récurrence donnant la formule des suites géométriques,
Vk € N, U, = AF.U,
Montrons par récurrence sur k € N que
Vk € N, (Hy) : AF = pA* P!

1. Pourk=0,onabien A’ =1, = PI,.P~! = PA*. P 1.
2. Si, pour un cetain k € N, on a H, - Ak = PA* P! alors

AT — A Ak = pAPL PAR P~ = pARTT Pl

et donc Hy | est vraie.

On a donc, pour k € N,

(a+bi—c—di)* 0 0 0
Ko 0 (a—b+c—d) 0 0 4
Am =R 0 0 (a—ib—c+di)* 0 P
0 0 0 (a+b+c+d)t

4
B.3.b. Des relevés statistiques ont montré qu’on a toujours a+b+c+d = 1 et (a,b,c,d) € [0, Z\Lﬁ [ .

On a donc Yk € N, A4(A)F = 1.
On a par ailleurs |Ay(A)| < |a—b|+|c—d| < 2% = \/LE < 1 et donc, lorsque k — oo,
A (AF = 0.

Concernant les deux autres valeurs propres (qui sont conjuguées I’une de 1’autre car a,b,c,d sont réels,
0<a®b*c?d*<§),ona

1
la—bi—c+di| =|a+bi—c—di| < la+bi| + |c+di| = Va + b2+ c2 + a2 <2\/;:1

et donc, lorsque k — oo,
M (A)k —0et Az (A)k — 0.
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o . 0000 .
B.3.c. 1l s’ensuit que (A”) converge vers 6 = 000 olc¢® (tous calculs faits)

0 0 01

I 1 11

If1r 111

-1_ 1!
POPT=211 111
1 111

Ce résultat s’interprete comme étant le fait qu’apres un temps suffisamment long, la probabilité que le
« probleme » se situe dans un échantillon donné j est indépendante de j.
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