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Corrections choisies 01

Analyse des fonctions d’une variable réelle : quelques révisions rapides

Correction Ex.~18 Soit/ = [0, 1] et f : I — R une fonction de classe € de dérivée seconde positive.
l.a. La corde au graphe de f entre les points d’abscisses 0 et 1 est la droite passant par les points (0, f(0)) et (1, (1)), son

coefficient directeur est £ <11):07;(0> = f(1) — £(0), son ordonnée a I’origine est f(0), elle a donc pour équation (dans le plan

rapporté aux cooordonnées (x,y))

y=(f(1) = f(0)).x+ f(0)

1.b. Pour situer le graphe de f par rapport a cette corde, on étudie le signe de la différence g définie par

Vx € [0,1], g(x) = f(x) = (f(1) = £(0)) x+£(0))

On a naturellement g(0) = g(1) = 0. La fonction f étant de classe € sur [0, 1], par somme (une fonction affine est de cette
classe), la fonction g I’est aussi et on a

V€ [0,1], 8'(x) = f'(x) = (f(1) = £(0)), " (x) = f"(x)

La fonction g’ est donc croissante, continue sur [0, 1], et, par le théoréme ! de ROLLE (g(0) = g(1) = 0), s’annule en un point
X0 €]0, 1. Du point de vue du signe, g est

— négative (au sens large) sur [0, xo]

— positive (au sens large) sur [xo, 1]
On a donc le tableau de variations suivant pour g (signes et fleches de monotonie sont a lire au sens large) :

0 X0 1
g (x) - 0+
0 0
g(x) N\ S
g(xo0)

D’apres ce tableau de variations, g est clairement négative sur [0, 1] et donc la courbe est au dessous de sa corde entre 0 et 1.
1.c. Soit xg € [0, 1] quelconque. La tangente au graphe de f en xp a pour équation

y = f'(x0).(x—x0) + f (x0) = T ()
Pour situer le graphe de f par rapport a cette tangente, on étudie le signe de la différence g définie par
Vx € [0,1], g(x) = f(x) — Ty (x) = f(x) — (f'(x0)-x+ £(0))
On a naturellement g(xo) = 0. L’étude de g se méne comme précédemment et on a
vx € [0,1], 8'(x) = f'(x) = f'(x0), 8" (x) = f" (x)

La fonction g’ est donc croissante sur [0, 1], et, g'(xo) = 0 et donc du point de vue du signe est
— négative (au sens large) sur [0, xo]
— positive (au sens large) sur [xg, 1]

1. Si on ne voit pas I’intervention de ce théoréme ici, on peut argumenter de la fagon alternative suivante : La fonction g’, du point de vue du signe est
— Soit de signe constant > 0 ou < 0 sur 'intervalle ]0, 1], ce qui est implique que g est strictement monotone sur I'intervalle [0, 1], ce qui est impossible
du fait de g(0) = g(1) =0,
— Soit s’annule sur un intervalle du type [¢, f] avec 0 < a < B < 1, en étant strictement négative sur [0, [, strictement positive sur |3, 1]
On a donc le tableau de variations suivant pour g (cas 0 < & < 8 < 1, dans les autres cas, les colonnes correspondantes disparaissent) :

x 0 o B 1
g (x) — 0 0 0 +
0 0
8(x) N /
gla) — g(B)




On a donc le tableau de variations suivant pour g (signes et fleches de monotonie sont a lire au sens large) :

X 0 X0 1
g'(x) - 0 +
g(x) N /

g(xo) =0

La fonction g est donc positive et le graphe de f est au dessus de sa tangente en xy. xo étant quelconque, il est au dessus de toutes
ses tangentes.
2. Soit I un intervalle ouvert de R, g une fonction de classe €2 sur I, de dérivée seconde positive sur I, a < b deux points de /.
Soit la fonction f : [0, 1] — R définie par f(¢) = g(a+1.(b— a)). Par composition d’une fonction de classe € sur I et de la
fonction affine ¢ € [0,1] — a+t.(b —a) prenant ses valeurs entre a et b et donc dans 7 (I est un intervalle), la fonction f est ¢
sur [0,1] eton a
Ve [0,1], f'(1) = (b—a).g (a+1.(b—a)), f'(t) = (b—a).g" (a+1.(b—a))

La fonction f” est donc positive sur [0, 1] et les questions précédentes s’appliquent :

— le graphe de f est au dessous de sa corde entre O et 1 et donc le graphe de g est en dessous de sa corde entre a et b.

— le graphe de f est au dessus de n’importe laquelle de ses tangentes entre O et 1 et donc le graphe de g est au dessus de

toutes ses tangentes entre a et b.

En faisant varier a < b sur tout /, un peu de réflexion logique montre que de ceci on tire

— Entre deux points d’abscisses a et b € I, le graphe de g est en dessous de sa corde entre a et b.

— Sur I'intervalle I, le graphe de g est au dessus d’un quelconque de ses tangentes.

Pour convaincre le lecteur du passage des propriétés de f a celles de g, on donne 1’argument pour la corde (tout tient a ce
qu’on fait un changement de variable affine x = a +7.(b — a) et que dans ce changement de variable, une droite reste une droite).

La corde au graphe de g entre a et b a pour équation y = w
équation y = (f(1) — £(0)).t + £(0). On a montré que

v € [01], () = (F(1) = £(0)).£ + £(0)

(x—a)+g(a), 1a corde au graphe de f entre O et 1 a pour

vt €0,1],g(a+t.(b—a)) > (g(b) —g(a)).t +g(a)

et donc, le changement de variable x = a +t.(b — a) réalisant une bijection de [0, 1] sur [a,b], avec t = ;=%,
x—a
Ve [ab], g(x) > (g(b) ~ g(a))- 32 +8(a)
70) | — y=ft)

cordeentre O et 1
—— tangente en ¢ty

FIGURE 1 — Graphe de f, corde et tangentes
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FIGURE 2 — Graphe de g, corde et tangentes
Correction Ex.—-34
— fi(x) =tan?x. Domaine de définition/continuité : c’est celui de la fonction tangente : D = Ugezly ot [ = |—7/2 + k7, +7 /2 + k|

Sur chaque intervalle /;, on a fi(x) = (tan®x+ 1) — 1 et donc une primitive de f; sur Iy est Fj x : x — tanx — x. S’il s’agit
d’avoir toutes les primitives on peut ajouter une constante : celle-ci dépend de I’intervalle Ij.

— fo(x) =tanx= "X Domaine de définition/continuité : c’est celui de la fonction tangente : D = Uyczly ot [y = | =7t /2 + k7, +75 /2 +F

cosx”
Sur chaque intervalle I, on a f(x) = %(ln |cosx|) et donc une primitive de f> sur I est Fpx : x — In|cosx|. Noter la
valeur absolue, qui gére le probleme du signe de cos sur les intervalles I, avec k impair. S’il s’agit d’avoir toutes les
primitives on peut ajouter une constante : celle-ci dépend de I’intervalle I;.

— f3(x) = \/% Domaine de définition/continuité : [ = ]2, —oo[. Sur I'intervalle I, on a f3(x) = (2 —x)

primitive de f3 sur/ est F3 : x — —2.(2 —x)*% L’ensemble des primitives a valeurs réelles de f3 sur / est {F3 +C,C € R}.
y
— fal) = &5
— Sic=0: on aune fonction affine fj : x> Gx+ 3 dont le domaine de déf. est R et une primitive sur R est Fy : x —

1
2 et donc une

a2 b
E.X + d X. ) .
— Si ¢ #0: on a une fraction rationnelle
bt
faix— v
X+ =

dont le domaine de déf. estR\{—%} :]—oo,—é [U]-4,4eo[=1_UL

.
Sur chacun de ces deux intervalles I =/1_oul=1,,ona

Qx_i_i‘ +é_ﬂ a hcyfud
Vxel,ﬂ(x)zc( ) - 24 de
x"‘; Cc x+z

et donc une primitive de f4 sur I est
a bc—ad
Fy:x— —x+ —
c c

Noter la encore I’utilisation de la v.abs. pour gérer le signe du dénominateur sur I’intervalle /_.
— f5(x) = [x*> — 1]. f5 est définie continue sur R. La v.abs. est un obstacle  I’intégration en formules directe. On élimine la
v.abs. en donnant une formule par morceaux. On a R =/_U/ly U1, avec

I:]—OO,—H,I() :]_15+1[7I+ = [17+°°[

-1 sixel
fx)=41-x* sixel
¥ -1 sixely

Si F5 est une primitive de f5 sur tout R alors
— F5 est continue sur R et



— il existe 3 constantes réelles C_, Cy et C telles que
L 3 13 13
Vxel ,Fs5(x)= 3 —x+C_,Vx€ I, Fs(x) = 3 —x+Cy,Vxely, Fs(x) =x— 3 +Co
La continuité en —1 force C_ + % =Cy— %, la continuité en +1 force C; — % =Cy+ %, ie.

4 4
= C+:C0+*

C-=G-3 3

Une primitive particuliere sur fout R s’obtient en prenant Cy = 0 (choix de constante)

%x3—x—% sixel_
Vx€R, F5(x) = x—1x° sixely

1.3 4
30 —x+3 sixely

— folx) = ﬁ = (x—5)73. Le domaine de définition/continuité est D = I_ Ul avec I = ]—oo0 5[ et I, =]5,+oo[. Sur

chacun de ces intervalles, une primitive est donnée par Fg(x) = —%.(x —5)72. Si on s’autorise 2 parler de primitive sur
tout I’ensemble de définition (ce qui peut-&tre dangereux lorsqu’on calcule des intégrales), on a alors F' est primitive de
f6 sur D si et seulement si il existe deux constantes C_ et C; telles que

F C_ sixel
Ve R\ {5}, F(x) = { o) €= six
Fs(x)+Cy sixely
— f7(x) = In(4 — x). Le domaine de définition/continuité est D = |—co,4[. Une primitive de 7 — Int sur ]0, 4o est 7 —
t.Int —¢t, par composition avec une fonction affine, une primitive de f; sur ’intervalle D est donnée par

Vx€ D =]—o0,4[, Fy(x) = — (4 —x).In(4 —x) — (4 x))

— fs(x)= |x|2/ 3. Le domaine de définition/continuité est tout R. Cependant la présence de la v.abs. empéche la primitivation
en formule directe. On a, en posant I | —co, 0[, I [0, +o0]

2
5

X3 sixel,

(—x)% sixel

wGRﬁwz{

et donc Fg est une primitive de f3 sur tout R si et seulement si il existe deux constantes C_ et C; telles que
— Fg est continue sur R

— et 5

x5t ey sixel,

—%(—x)% +C_ sixel

Vx €R, fz(x) = {

Ceci équivaut (continuité en 0) a il existe une constante C telle que

5,241 :

x5 +C sixel
VXeR, fi(x) =97, T

—3(—x)54+C sixel

Correction Ex.—-38
— I = f;72/3 (xcosx + sinx) Inxdx Posons u(x) = Inx, v(x) = x.sinx. Les fonctions u et v ainsi définies sont €’ sur I’inter-

valle d’intégration J = [7/2,27/3] et on a

1
Vx € J,u'(x) = —,V/(x) = xcosx+ sinx

X
et donc, par intégration par parties,
27/3 21/3
L = / vV (x).u(x) dx = [u(x)v(x)]jz;/ré3 —/ v(x).u' (x) dx
/2 /2
27/3
o . 12m/3 .
= [lnx.x. smx]n/2 - /7:/2 sinx dx

= [lnx.x. sin)c],zr%3 + [cosx]?ﬁf



/2 . c e g - e g
— bL=[f i cos(Inx)dx Posons u(x) = coslnx, v(x) = x. Les fonctions u et v ainsi définies sont ¢! sur I'intervalle d’inté-
gration J = [1,¢™/?] etona

1
Vx € J,u'(x) = —=.sinlnx, V' (x) = 1
x

et donc, par intégration par parties,

¢ / _ em/? ¢ /
L = /1 V' (x).u(x) dx = [u(x).v(x)]] —/1 v(x).u'(x) dx
/2
= [x.coslnx]f”/2 —/1 1.sinlnx dx

Sur cette derniere intégrale, on effectue une i.p.p. dans le méme esprit pour obtenir

om/2 . . 22 o7/2
/1 \I/W dx = [x.sinlnx] +/1 1.coslnx dx
V() u()
En résumant, il vient
L= [x.coslnx]f”/2 — [x.sin lnx]in/2 -h
et donc
L= % ([x.coslnx]‘i’ﬂ/2 —[x sinlnx]Tﬂ/z) =....

— LI = [{(Inx)3dx. Posons u(x) = (Inx)?, v(x) = x. Les fonctions u et v ainsi définies sont €' sur Iintervalle d’intégration
J=]l,e]etona

Vx e J,u'(x) =

=W

(Inx)%, v/ (x) =1
et donc, par intégration par parties,
e
L = / Vv (x).u(x) dx
1
e
= [x.(nx)’]] - / 3.(Inx)? dx
J1
e— 3./ (Inx)? dx
1

On recommence dans le méme esprit avec u(x) = (Inx)? et v(x) = x pour obtenir

e e
/ 1 .(Inx)>dx = e—Z./ (Inx) dx
1 N~ 1

YOy

et encore une fois, avec u(x) = (Inx) et v(x) = x pour obtenir

/ 1 .(Inx)dx = e—/ ldx=1
P
V() u(x)

En résumant
L=e—3.(e—2)=6—2¢

Correction Ex.—39 Pour (p,q) € N2, on pose :

I(p,q) = /lep(l —x)?dx.



1. On a, par intégration par parties, en définissant u et v comme indiqué, ces fonctions étant de classe €’ sur [0, 1],

1
R R
u(x) V (x)

1 1 1
= pHl( _p)tt P _ g+
x() < q—l—l)(l X) /0 (p+1)x < q—l—l)(l x)T dx
ulx u/(x)

2.0na

100,9) = /01(1—)6)qu_{<_qil>(1_x)q+l];_qj_l

Soit (p,q) € N2, p suffisament grand, on a

p p—1
I = YT Ip-t1qg+1)=-LC I(p—2,q9+2
(p,9) +1 (p—1l,q+1)= o (p—2,9+2)
p p—1lp=2
= —37 +3 =
g+1qg+2q+3 Ip=3,9+3)

p p—1p=2 p—(p—=2)p—(p—1)
— I(p—p,q+p)
g+1g+2qg+3 qg+p—1 q+p
plq! 1 - 1

(p+a)pta+1 ("% (p+q+1)

On vérifie (rédaction de récurrence sur un des indices un peu subtile, a faire !) ensuite que cette formule est correcte pour tout

couple (p,q) € N2.
3. Soit, pour n € N* le polynéme

n

T(t)=Y (Z)t”l(p,n—p),

p=0
Ona

—
_ - (n ! _ \n—p
= 1;0<) / (1—x)""?dx
1/ /n .
= /0<p§’0<p>t”x”(l—x) ”) dx
-1 1
(NEWTON) = /O(z.x+1—x)” abc:/0 (t—1)x+1)" dx
) 7 1 il 17 Ml
Git£1) = m[((t—l).erl)Jrhim
(somme géom.) = j_l(1+t+ )

On a trouvé deux fonctions polynomiales égales (partout sauf, peut-étre au point r = 1), leurs coefficients sont égaux et on en
déduit que, pourn € N, p € {0,...,n},
n I ) 1
N — =
14 P P n+1

Pour p,g € N, en posant n = p + ¢, cela donne (formule déja trouvée précédemment),

1

D= ey



