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Corrections choisies 08

Théorémes « limite » en probabilités. Statistiques inférentielles

Correction Ex.—6 Soit (X;);>| une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi de BERNOULLI de
paramétre p € |0, 1[. Pour tout n > 1, on note
Yn - Xn-XnJrl

1. Soitn > 1, la v.a. ¥, est a valeurs dans {0, 1}, c’est donc une v.a. de BERNOULLI, son parameétre de succes est
py =P, =1)=E(,) =E(X,.X,11)
Cette derniere quantité se simplifie, par indépendance des (X;) en
py =EX) . E(Xyr1) = p°

On a donc E(Y,) = p?, V(Y,,) = p*.(1 - p?).
2. Soit (i, j) e N*:
— sii= Js (COV(Yiqu) = V(Yl) = p2(1 _pZ) ,
— si|i— j| > 1, ¥; et ¥; sont indépendantes (a ce propos voir et comprendre le lemme des coalitions qui permet d’affirmer
ce type d’indépendance) et Cov(Y;,Y;) =0;
— si |[i— j| =1, par exemple j =i+ 1 (I’autre cas est symétrique, ¥; et ¥; sont a priori pas indépendantes en utilisant le
lemme des coalitions ; on a
Y1.Y; =YY = Xi Xip1 X1 Xipo = X Xi1 - Xi2

et donc, par indépendance des (X;),
Cov(¥;,Y)) =E(Yi.Y;) = p* = p* — p* = p*(1 - p)

3. Soit S, = w pour # > 1. On a par linéraité de I’espérance et caractere quadratique de la variance, que

et

V(S,) = niz (iV(Yi)'FZ Y COV(IG,YJ-)> = % (n.p*(1—p*)+2.(n—1).p°(1—p))

1<i<j<n

1l est clair que V(S),) "L et donc, par BIENAYME-TECHBYCHEFF, si € > 0 est fixé,

0<P(|Si—p*l>¢) <
Le théoreme des gendarmes permet de conclure a
P(|S, —p?| > &) "3~ 0.

Correction Ex.-7 Soitn € N*, p = % €10, 1[. On lance n fois un dé équilibré et on considére S, le nombre de fois ot 6 est sorti
durant les n premiers tirages. On pose Y, = exp(%).



1
G

1. S, suit une loi binomiale % (n, p) car les tirages sont indépendants. On compte le nombre de succés dans n tirages indépendants,
un succes étant le tirage d’un 6, avec probabilité p =
Plus précisémment, si on nomme X; la variable de BERNOULLI, de loi Z(p) valant 1 si un 6 est tiré au tirage k, 0 sinon, on a

— Pour I’espérance, on a

E(Y)

E(enS) = B(en T %) = E([Ter™) "E" T[] E(er™) = (1 - p+p.en)"
k=1 k=1

— Pour la variance, on a, sur la méme trame,

n . n
E(Y2) = E(en®") = B(en ot Xt) = B([ Ten®) ™S T E(

2
eﬁXk)
k=1 k=1

2
(I—p+pen)
et donc, par KOENIG-HUYGHENS,

V(Y") :E(Ynz) _E(Yn)z — (] —p—f—p.e%)n — (] _p_A'_p_e%)Zn

On peut faire ces calculs sans avoir recours a cette décomposition de S, en utilisant la formule de transfert pour la loi binomiale
et le bindbme de NEWTON, p.ex. pour I’espérance, on a

1 " n Lk n\, 1 1 (NEWTON) 1\"
E(r) =E(ers = Y (7)o =p)yer = ¥ (7 ) enp) (1= py ™ T (1= ptpen)
i=o \K i=o \K
2. 11 s’agit de démontrer que

E(Y,) = (1—p+pen) " 237 er
La difficulté dans ’expression (1 — p + p.e% )" lorsque n — -0 est que (1 —p+ p.e%) — 1 et n — +o0. On a donc affaire & une
indétermination du type "17>".

On a en passant a expln, en utilisant les DL ¢* — 1 =x+o0 (x) et In(1 +x) = x+ 0 (x) lorsque x — 0,
que

E(Yn) _ (1 7p+p'e%)n en.ln(l-&-p.(e%—l)) _ en.ln(l+p.(%+0(%))) _ en.p.(%Jro(%))

—-foo
_ (o) ne p

De la méme maniere (remplacer les % par %), on a

E(Y2)" 37 e
et donc

V() =E(Y2) —E(Y,)? "3 2 — (/)2 =0
Finalement, soit € > 0, on a

| < %y~ B |+ [E(F,) — 7|
Supposons ng tel que Vn > ng, |E(Y,) —e?| < %8. On a I’implication pour de tels n

1
|V, —eP| > e= 1Y, —E(Y,)| > -¢

2
et donc I'inégalité de probabilités,

1
0<P(|Y,— €| > €) <P(|Y, —E(¥,)| > =€)
et enfin, par I’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEFF, on a

<

(Ya)

—eP
0<P(Y,—e’| 2 ¢) < (Le)?

et donc, lorsque n — +-oo, V¥n)

o2 — 0 et, par encadrement, P(|Y,, — e?| > €) — 0. En passant au complémentaire,
2

P(|Y, —e”| < &) " 371



Correction Ex.-9
1. On pose, pour 7 € R, yy (t) = InE(e'X).
1.a. Posons, pour alléger les écritures, pry = P(X =x;), 1 <k < K. On a, pour tout ¢ € R, en appliquant la formule de transfert :

K
yx(t) =InE(eX) =) "% py
k=1

L’expression 2 'intérieur du In définit une fonction ex =1 — E(e’ X de classe € sur R, combinaison linéaire, & coefficients
positifs non tous nuls de fonctions de type exponentielle et donc > 0. On a

K
Vi €R, ey (t) = Y xp.e % py =E(X.e'Y)
k=1

et

K

Vi eR, ey(t) = Z xi.e'* pp = E(X%.eX)
k=1
La composition avec le In se « passe bien » et donc yy est de classe €’ sur R, avec
e (t)  E(X.e)
Vi ER, yy(t) = X2 =
’ lI/X( ) eX(t) E(g;_}()

et

_ ey (t).ex(t) —ek(t)?  E(X2.eX)E(Y) —E(X.e'X)?

vVt eR, ll/)/é(t) ex(1)? E(e!X)?

1.b. Montrons que
E(X?.¢"X).E(e'Y) —E(X.eX)* >0

En utilisant I’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :
E(Y.Z2)* <E(Y?).E(Z?)
avecY =X .e%’ XetZ= e%’ X on obtient le résultat attendu en utilisant les identités
Y.Z = X.e2' Xt X — x X y2 — x2 o/ X er 72 = !X

On admettra que, au cas ol X n’est pas constante, on a yy > 0, ce qui est probablement du au cas d’égalité dans I’inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ, hors de notre programme .
le.Onaex(0) =E(1) =1, 5 (0) = E(X) = u et €4 (0) = E(X?) et donc

Vi 0 = S~ — £

1.d. Soit § > 0 positif donné, et posons, pour T > 0, f(7) = yx(t) — t(1 + &). La fonction f est de classe €’! sur [0, +oo[ avec

f1(0) = vx (1) = (u+9)
f(0)=0etf(0)=-8<0
Comme [’ est continue en 0, elle est strictement négative sur un intervalle du type [0, To] pour un certain 7y > 0 et la fonction f
est strictement décroissante sur cet intervalle. Vu que f(0) = 0, on en déduit que f(7) < 0 pour tout 0 < T < Ty. Il suffit donc de
choisir un tel nombre 7.
1.e. On a applique la méme technique 2 f(7) = yx(7) — 7.(1 — 6) < 0 vérifiant f(0) = 0 et f'(0) = +6 > 0. La focntion f
est donc strictement croissante sur un intervalle ouvert contenant O et il suffit de prendre 7 < 0 dans cet intervalle pour avoir
f(7) <0
Indication:On pourra dresser les tableaux de variations de ces fonctions de T au voisinage de 0.
2. Soit 6 > 0.
2.a. Soit # > 0. On a I’égalité d’événements (la premiere est due au fait que ¢ > 0, la seconde au fait que exp est strictement
coirssante)

{X>pu+6}={rtX>t.(u+98)} = {et-x > gf»(#+5)}
En appliquant I’inégalité de MARKOV 2 la v.a. positive X et A = ¢"(#19) > 0, on obtient

P(X >u+8)= ]p(etX > et~(u+5)) < — ¥x(0)—1(u+8)

1. Ce cas d’égalité dit que si I'on a E(Y.Z)? < E(Y?).E(Z?) alors il existe une constante positive A telle que y = A.Z ou Z = 1.Y, appliqué i notre cas, cela
montre que si Yy () = 0 pour un certain 7 alors X est une v.a. constante presque-stirement, ce que 1’on exclut.



2.b. Soit ¢ < 0. On a I’égalité d’événements (la premicre est due au fait que ¢ < 0, la seconde au fait que exp est strictement
coirssante)

X<p-8}={tX>r(u-58)}= {ewf > et~<u—6)}

En appliquant 1’inégalité de MARKOV 2 la v.a. positive ¢'X et A = ¢’ (#=8) > 0, on obtient

P(X <u—8)= IE”(e"X > et~(u—5)) < — ¥x(0)—1(u=9)

3. Soit (X, ),en+ une suite indépendante de méme loi que X, X,, la n-iéme moyenne empirique.
3.a.0na, pourt € R,

1 n
‘VE(I) = InE(exp (t. ZXk>)
=
L t
= InE(| Jexp(—-Xi))
[ew ()
‘ & t
(X¢) indep! = lnHE(exp (ka>)
k=1 n
Xy méme loi que X = lnI_nIE(exp (£X>)
k=1 n
4 n
= lnE(exp(;X))
t
= ’“Vx(;)

3.b. Soit n € N*. On a I’égalité d’événements
{Xn—nul>8}={X,—u<-86}U{X,—u>6}={X, <p-6}u{X,>u+6}=
et donc
B(X, — | > 8) <B({X, < p—8}) +P({X, > p +5))

En appliquant les inégalités obtenues en 2 a X, on obtient pour ¢ > 0,
]P’({Y,, <u-— 6}) < ¥ () 1(1=8) _ oy (t/n)—t/n(1—0))

etpourt <0
]p({yn >+ 5}) < e¥%n (6)—t(u+8) _ n(wx(1/n)~t/n(u+8))

Ces inégalités sont étonnantes au sens ou le terme de droite ne dépend pas de ¢ alors que le terme de gauche, si. On peut donc
choisir pour chacune un 7 adéquat. On prend ¢ = n.7 > 0 dans la seconde et f = n.7’ < 0 dans la premigre et on a donc, en posant

¢ =yx(7) -7 (L—98) <0,c=yx(1) - t(u+8) <0,
que
P({X, <p—8}) <e'™

et
P({X, > p+8}) <e”

Finalement on obtient B /
P(|X,—p|>98) <e"+e "

pour ¢, ¢’ des constantes < 0, ce qui peut se résumer en 'inégalité suggérée.

4. Pour X une v.a suivant ’'une des lois suivantes (discrete ou a densité) : géométrique, POISSON, exponentielle ou normale, en
calculant Wy explicitement, on obtient les relations initiales entre les dérivées de Yy et les fonctions ey, € et €§ sur un certain
intervalle ouvert centré en 0. Le reste de la méthode ne préjuge pas du caractere fini de la v.a. X et reste donc valable pour obtenir
I’inégalité finale.

Correction Ex.—12  Soit (7;)x>; une suite de variables indépendantes distribuées suivant une loi exponentielle & (1). On
considere T, la n-iétme moyenne empirique.



1. 11 s’agit d’un exercice classique (a référencer ?) sur les lois de sommes, en posant S, = Y';_; Tj alors S, suit une loi « gamma »,
i.e. a pour densité 7, définie par

Vs € R, () 0 sis <0
S sy In = ) L .
’ Ly l.(?n'i)mle As sis>0

Maitenant, ona 7, = %.S,, et donc (changement de variable affine dans la formule de transfert générique, par exemple), T, a
pour densité 7, donnée par

eil'n't.ﬂ{tﬂ)}.

0 sit<0 (A.nt)!
Vvt € R, 6,(t) = n.y,(n.t - =nA~—~<—
© M(n){n.k.“(;’-‘{),le-l-“ sit>0 T (n—1)!

2. On a, par linéarité de I’esprance et équidistribution des 7} que

B(T,) =E(T) = ;

3.Posons V, =T, — E(T,). Par le changement de variable affine (v =¢ — %) dans la formule de transfert générique, on a

1 An v+ )" et n_e’”
(pn(v) = 6n(v—|—f) :nl(n——llye A ( +’1)'H{v>—%} :An (n— 1)‘

A
Pour donner une idée de 1’évolution cette fonction lorsque n — +oo,, on la trace son graphe pour plusieurs valeurs de n (On
fixe A = 1). On peut remarquer (étude de fonction simple, on cherche 1’annulation de la dérivée) que le maximum est atteint en
1

(Av+ 1).5“)"*1.e*l-V.u{D_%}

T

1.75

1.50 -

1.25 -

1.00 A

0.75 A

0.50 A

0.25 A

0.00 A

-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 1 — Graphes de ¢, pour n = 10, 15,20



4. Les graphes de la fig. 1 suggerent que pour calculer la limite de ¢, (x) lorsque x est fixé, on a intérét a disinguer deux cas :
x>0etx<O.
Pour faciliter le calcul, on utilise I’indication d’équivalent pour obtenir

e i
=) o
1

Par une étude de fonction, la quantité (A.x+ 1).e~**, lorsque x décrit I’intervalle [_X’ +oo] est toujours dans I'intervalle [0, 1]

et ne vaut 1 que lorsque x = 0. On en déduit que si x € [—%, —|—<>°] ,x # 0 alors

\/ﬁ((ﬂ,.x—&- 1).[;”)”—1 "0

De ceci et de la formule pour ¢,(x), on déduit que
Vx € R¥, ¢, (x) "3~ 0

La LFGN donne que pour tout € > 0, les suites d’intégrales

+oo —£

O (x) dx et On(x) dx

£ —o0

ont une limite nulle. C’est cohérent avec le résultat prouvé mais ne s’en déduit pas facilement avec les outils dont nous disposons.
On peut remarquer que, par ailleurs, la suite de terme général [*2° ¢, (x) dx vaut constamment 1 et donc « toute la masse se

concentre autour de 0 ».

5. Pour x € R fixé, on a, a partir d’un certain rang,

(—) =A.n" (A —=+1). vl 2

q)(\/ﬁ) " (n—1)! (( \/ﬁ+)e J©e

car, a partir d’un certain rang (dépendant de x), 11 { ol } =1, on a donc, en utilisant I’indication (et donc A.n”.i(nej'll), s oo
N ’

\/ﬁ )

%4

x Vi x A,
(Mﬁ) N oo A.E.((A.ﬁ +1).e V)

X

La difficulté technique vient de la limite de ((A. ﬁ + l).eikﬁ )" qui est une indétermination du type 1. On la léve en passant
aexpln.
On a, par le DL d’ordre 2 de exp en 0,

X 1. X
— 4+ NG
In (A.V/ l)e )

In (x\/xﬁ +1).(1 —A.% +12.§ +o (D))

I
5
7N
—
|
>
()
S >b
+
)
/N
S| =
"
N~~~

et donc

et

et finalement

X

n 212

X N/
¢n(%) ~,H+ool.ﬁ.e

Le lien avec le TCL est le fait que x — ﬁ(j)n (x/+/n) est la densité de %TZ qui, par le TCL est « presque » la densité .4 (0, ﬁ)
dont on reconnaitra aisémment la formule dans 1’équivalent précédent.



Correction Ex.—15 On effectue des pesées avec une balance. On sait, pour 1’avoir testée, que cette balance donne, pour un objet
donné, des résultats qui suivent une loi normale dont la moyenne est la masse de 1’objet pesé, et dont I’écart-type est de o = 1g.
1. On a effectué 25 mesures d’un certain objet, et la somme des résultats est 30,25g. L’intervalle de confiance a 95% pour la
masse de cet objet

= [m—1,96. ,m+1,96.6}

c
Vn Vn
30,25

ol n = 25 est le nombre de mesures et 7 est la moyenne des masses, i.e. m = =5-.¢ = 1,21g. On a donc
1 1
I1=11,21- 1,965,1,21 + 1,965 C [0,818,1,602] C [0,8,1,62]

NB : [ est un intervalle de confiance a 95% pour m, la "vraie" masse, signifie que P(m € I) > 0.95. Si I est un tel intervalle de
confiance, tout intervalle J D I en est aussi un. (Ce qui donne la bonne direction pour faire les arrondis, on se débrouille pour que
le centre de I’intervalle soit 771)

On a dans ce cas une incertitude de mesure de 0,31g, i.e., en relatif de 25%.
2. Pour n = 400 mesures dont la somme donne le résultat 484g. On am = % = 1,21 et donc

1 1
I=11,21-1,96—,1,214+1,96— 1,11,1,31
) 796207 ) + 79620 C[ ) ) 73]

Ici ’incertitude mesure est de 0, 1g, i.e. moins de 10% en relatif.

2
3. 1l s’agit de déterminer un entier n (le plus petit possible) tel que 1,96% < 5.1072 et donc n > ( ;"198;‘;) i.e.n>1537. Ici

I’incertitude mesure est de 0,05g, i.e. moins de 5% en relatif.



