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Corrections choisies 09

Séries
Correction Ex.-1
Louy=In12 n>1.Soit N > 1,
N N
1
Zln tn = Zln(l—i—n)—lnn
n=1 n n=1
= In(N+1)—Inl

N2 e

1+n

Donc la série },,>1 In

est divergente.

n!
un:nﬁ,nZI.

NB : ce n’est pas une série télescopique, il s’agit d’un intrus destiné a tromper la vigilance. En fait u,, — +oo et donc la
série ), u, est ce qu’on appelle communément grossierement divergente !

On a, pour n > 11,

n.(n—1)....,(n—9)

n

(n—10)!.

nx---Xn

n.(n—1)....(n-9)

Or la suite —— =4

est produit de 10 suites de limite 1 et, comme (n— 10)! — +o0, u, — +oo.

Cet exemple est le moment de définir ce qu’est une série grossierement divergente.. Si'y,, u, est convergente alors la suite
(Sn) des sommes partielles définie par Sy = ):Q’:() u, est convergente (de limite S). La suite des différences consécutives
de sommes partielles définie par Sy — Sy est donc convergente vers 0. Un simple calcul montre que

VN e N

s SNyl — SN = uny1

et donc si la série Y, u, converge, la suite (u,) converge vers 0.

A contrario, si le terme général u, ne converge pas vers 0, la série Y, u, diverge et c’est tellement « pas tres fin » comme
argument, qu’on dit que la série Y, u, diverge grossierement.

3. m,nEZ.PournEZ,
1 2 1  nm-1)-2-D+n(+1) 2
n+l n n—1 n.(n?—1) Cn(n2—1)
Soit N >2.0na
i 2 B i 12 1
“on(n?-1) - &En+l on on-1
N N
1 1 1 1
= ) ——+Y -+
=n+l n = n n-1
B 1 1 1
N+l 2 N
Norgoo 1
72
Etdonc ) >, m est convergente, de somme
Ji" 2 1
Snnr-1) 2



Correction Ex.—2 Soit (v,),cn une suite numérique de limite O et a, b, ¢ trois nombres réels tels que a + b+ ¢ = 0. Soit la série
de terme général u, = a.v, +b.v,+1 +c.vy42. Ona, pour N € N,

N N N N N
Z Uy = Z avy+bvy 1 +cvy0 =a. Z v, + b. Z Vpt1 +c. Z Vit
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
N N+1 N+2 N N N
= a. Z v, +b. Z v, +c. Z vp=a.(vo+vi)+b.(vi) +a. Z v, +b. Z v, +c. Z Vn+bvyii+c.(Vnp1 +vne2)
n=0 n=1 n=2 n=2 n=2 n=2 —~
—0 —0
=0
N— oo
= a.(vo+vi)+b.(v1)
Donc Y, u, converge et sa somme est
—+o0
Z up =a.(vo+vy)+b.(v)
n=0
Vuqueb=—a—c,ona
~+oo
Z U, =a.vy—c.vi.
n=0
NB : On aurait pu faire apparaitre des séries télescopiques en écrivant
Up=av, +bvyi1+cvpr=a.(vy—vpi1) +¢. (Voo — Var1)
et en remarquant que Z::() Vi — Vpp1 = Vg et Z::O Vp+2 — Vpe1 = —Vp. La présentation adoptée dans la résolution permettait

seulement de garder une symétrie entre a, b et c.

Correction Ex.—4
1. Soit (ty)nen €t (vy)nen deux suites numériques. Soit N € N,

N N N
Z (Upp1 —Up)vy = Z U1V — Z Up.Vy
n=0 n=0 n=0
N—1 N
= UN4+1.VN T+ Z Upt1-Vn — Z Uy . vy — Up.vo
n=0 n=1
N N
(chgtindicen”’ =n+1) = uyii.on+ Z Uy V1 — Z Uy Vi — U0V
n'=1 n=1
N
(n”" = n, regroupement des Z) = UNi1.VN — UV — Z Un.(Vn —vi—1)
n=1

2.Soitge C, g # 1.
2.a. On applique la formule précédente avec v, = ¢", u, = n, ce qui donne, pour N € N,

N

N | — Nt
Z(”nJrl *un)-vn = Z qn < q>
n=0

n=0 l_q

N N
= N+1)g" =Y n(d"=¢")=WN+1).¢"+(1-9q). ) ng""
n=1

n=1

11 vient donc
i”qH 1 g J (N+1).g" 1 A (N+1).4Y
= I e l1—g (1-¢9)? (1—q)? 1—gq

2.b. Et donc, lorsque |g| < 1, lorsque N — oo, par croissance comparées, N.g"¥ — 0 et

N . 1
ng" - —.
n; (1-q)?

On a dong, lorsque |g| < 1, convergence de la série en question et la valeur de sa somme :
oo 1
n—1
ng = -—-07.
n; (1-q)?

(Noter au niveau de I’écriture : sommes partielles (en famille), fleche de limite, valeur vs. somme totale (jusque ), signe

[=] et valeur)

Cette derniere formule est la formule du cours (a connaitre ! ) donnant la somme de la premiére série géométrique dérivée.



3. En faisant le méme travail a partir de u, = n.(n— 1), v, = ¢", on obtient

N
2 Z ng' =
n=1
1

N
= n.(n—l).q"fz—Zn.(n—]).q"fl
2 n=0

((n+1)n—n(n—1))g""

FiM=

3
Il

N
= (1-q) Y n(n—1).g" >+ (N+1).N.g"""
n=2

A la limite (lorsque |g| < 1), par croissances comparées,

1 +o0 N oo 3
ZW: Zn.qn 1:(l—q)Z’n.(n—l).q” 2
n=1 n=2

et donc on retrouve la valeur de la série géométrique dérivée seconde :

_
(I—q)*

Une remarque : on a souligné 1’analogie qu’il pouvait y avoir entre suite géométrique du type (¢"),en et fonction exponentielle
du type ¢ — e~ ' (lorsque g > 0, &t «~ —Ing). Lorsque o > 0, le calcul des intégrales généralisées convergentes

oo 1 oo o)
/ te ®dr=— et / e dr=—;
0 a 0 a

o0
Z n(n—1).¢g"2*=2
n=2

peut s’effectuer par une intégration par parties qui est un calcul parallele aux calculs menés auparavant.
Notons, que par i.p.p et récurrence, on obtient que

k!

oo
vkeN, [ e =
0 ot

alors que pour les séries, par la technique présentée dans I’exercice, ou la technique de dérivation utilisée dans le cours, par
récurrence, on peut montrer que

v n—k v n! n—k v (n n—k 1
VkeN, Y n(n—1)..(n—k+1).4" " =) ——=4""=Y g =

n=0 n=k (11 B k) ! n=k k (1 - q)k+]
k termes
Correction Ex.-14
1.
l.a. Pour n € N, n > 1, comparer %, I % et f:” % Expliquer graphiquement cette comparaison.

Comme la fonction x % est décroissante sur |0, +oof, on a,
1

n’

1. Pour' t € [n—1,n], 1 >

1
n3

2. Pourt € [n,n+1], % <

En intégrant ces inégalités sur chacun des intervalles concernés (ils sont de longueur 1), on a
/" dr _ 1 /"H dt
— Z — Z —
n—1 1 n n t
1.b. Soit N € N*.

— En sommant la premiére des inégalités précédentes pour n variant de 2 a N, on obtient ¥,
ajoutant a ceci le terme pour n = 1, on obtient

< [V = In(N). En

1
n t

1. Pour n = 1, ouvrir I’intervalle a droite



fin—1) A
>

f(n) 4
fin+1) A

FIGURE 1 — Comparaison série-intégrale : cas d’intégrande décroissante

1.c. La minoration des sommes partielles de la série },,~; % tout juste obtenue montre que cette série est divergente.
1.d.Ona, pour N e N*, N > 2,
N o1
InN = InN — InN

In(1+ %)
In(N)

La limite lorsque N — +oo des deux termes extrémes de cette famille d’inégalités est 1. (On a notamment lnlg\(l;)l) =1+

1) et par le théoreme des gendarmes,

_>

N 1

n=1n

—1
InN

Ceci montre que
N

1
Z N InN

n=1

2.
2.a. La fonction 7 € |0, 4o — In(7) est strictement croissante. Soit n € N*,

1. Pour?t e [n—1,n], Int <Inn,
2. Pourt € [n,n+1],Inz > Inn,

En intégrant ces inégalités sur chacun des intervalles concernés (ils sont de longueur 1), on a

n n+1
/ In(7) dt <lnn < / In(z) dt
n—1 n

fin+1) A

fin) 4

fin—1) 4

FIGURE 2 — Comparaison série-intégrale : cas d’intégrande croissante

2. Pour n = 1, ouvrir I’intervalle a droite



2.b. Soit N € N*.
— En sommant la premiere des inégalités précédentes pour n variant de 2 a N, on obtient Zﬁ,vzz Inn > le In(¢) dt. En ajoutant
a ceci le terme pour n = 1, qui vaut 0, on obtient

Zlnn>/ In(¢) dt

— En sommant la deuxieme des inégalités précédentes pour n variant de 1 a N, on obtient

N+1 N
In(N +1) :/] In(r)dr > Y Inn
n=1

2.c. x — xInx — x est une primitive de x — In(x) sur |0, +oo[. (On peut la connaitre, ou effectuer une intégration par parties.)
On a donc, pour N € N*,

N
/ In(r) df = NInN = N+1
1

et, lorsque N — oo,
N
Ji In(z) dr 1
NInN
De méme,

N+1
/1 In(r) dt = (N+1)In(N+1) —

et, lorsque N — +oo,
N n(r) dr
NInN
On a donc, pour N > 2,
[N 1n(r) dt _ (V) ¥ In(e) _ [N n(r) dr

NInN ~ NlnN  NIaN ~ NN
Les deux termes extrémes de cette famille d’inégalités ayant pour limite 1 lorsque N — oo, il vient

In(N!) ~N_ 40 NInN

Le but de I’exercice est d’obtenir, pour chacune des séries divergentes ), % et ¥,~1In(n), une estimation asymptotique
plus précise que celle obtenue dans les questions précédentes. La technique va simplement étre de raffiner la comparaison avec
I’intégrale.

3. Soit f € €=([1,+oo]) et n € N*.
3.a. Prenons u(t) = (t — (n+ %)), u'(t) = Lu(n) = =%, u(n+1) = §, u et f sont de classe €' sur [n,n+ 1] etona

/n " ar = / ") di
= ol = [ 0t a

1 ol 1
U+ fr0)= [ 0=+ 5) ar

3.b. Prenons u(t) = 3(t — (n+ %)% w/(t) = (t— (n+3)), u(n) =u(n+1) = §, u(n+1) = 1, u et f’ sont de classe €' sur
[n,n+1]etona

[T roe-wea = [T rodwa
J, SOty = ), S0
n+1
rwa]” = [ 0ut ar
(—f'(n) + f(n+1)) / P06~ (0t 5))? dr

0| —

En replacant dans la formule obtenue a la question précédente, on obtientla formule

ey ar

1 n+1
[ a= 3 s )4 g - e e [ kg



3.c. On pose u, = %f,f“ (t—(n+1))2f"(t) dt. Soit N € N*, en additionnant les égalités précédentes pour n allant de 1 2 N, on
obtient, par CHASLES

M=

N+l N 1
/1 Z )+ flnt1))+ ¢

n=1 n

(f(n+1 +Zun

1

— La premiére somme vaut Y_, f(n) — %f(l) + %f(N—&— 1),
— la deuxiéme somme est téléescopique et vaut g f'(1) — g /(N +1)
Finalement, il vient

N
F0y = 370+ I = 170+ )= g )+ L
n=1 n=

4. On se place dans le cas ou f(x) =
4.a. On a alors Vx > 0, f/(x) = —xiz et f/(x) = %.
4.b. Soitn>1,0na

Lorsque x € [n,n+1],0on a

— OS lx—(n+3)] < tetdonc 0 < (x—(n+1))2 < 1.
- ’; S 1’37
— des2se neutralisant, il reste
|un| <

~ 4n3

4.c. La majoration obtenue précédemment montre que Vi € N*, |u,| < =5 (car 4n3 > n?). On a majoré le terme général, positif,
|un| par le terme général d’une série convergente, par le théoréme de comparalson Y >1Un est absolument convergente et donc
convergente. On note S sa somme.

4.d. Soit N > 1, on a par les majorations issues du théoréme ACV = CV pour la premiere inégalité et du théoréme de comparaison
pour la seconde que

+oo 1 & 1
|Z”n_S|—| Z n| < Z |un| < 1 Z 3
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Il nous reste a estimer Zn Nl L En s’inspirant de ce qui a été fait dans les premiéres questions, on remarque que — 3 est
décroissante sur |0, +oo[ et donc que pourn >N+1,0na

1 ndt
O<—</ —
B =) 3
La séri mdl et te et t "% =13 1177 2 Par I’inégalité du thé d
a série Y, oni1 fo 'z est convergente et sa somme vau N =372, 2N2 ar 1’inégalité issue du théoreme de
comparaison, on a donc
_n:N+1 I’l3 B 2N2
11 reste finalement
N 1
—Sl < ——
'n;“" < 5w
4.e. Soit N > 1, on a de I’égalité
N+1 1 1, 1, N
| zf FV+1) = 2F )+ ()= g N+ 1)+ Yy
n=1
avec f(x) =1, que?
N N
1 1 1 1 1
In(N+1) = — [
n(V+1) ngln+2(N+1) 2 8+8(N+1)2+n§'1u"
i1+ 1 L1y +S+§‘, s
= —_ —_—— — u -
“n 2(N+1) 2 8 B(N+1)? ="

3. la premiere est une réécriture de la formule, pour la seconde, on ajoute et retranche S



Passons les choses du c6té attendu, regroupons les constantes et nommons Ry le reste, on a

il TR ) LI S SIS i
— — e —— —_ —_— _ — u
Z XN+ 278 TSI ~h
Y pe
— Wm(N41) Y- 4R
- T S

o, par inégalité triangulaire, le fait que (N + 1)> > N? et I’ingéalité prouvée a la question précédente,

Ry| < 1+|Si|<1+1_1
M=8N+1)2 L= gN? T RN T 4N?

On peut prendre C = ;

5. On se place dans le cas ol f(x) = In(x).
5a.0navx>0, f'(x)=1et f(x) = _xiz_
5.b. Soitn > 1,0n a

1 n+1 1 1
| < 5/ (6= (n+ 5)) 5 dx

Lorsque x € [n,n+ 1], 0n a
— 0< |[x—(n+3)|<JetdoncO< (x—(n+1))> <4

1 1
x2 — n2’

Il reste

lun| < 2
5.c. La série ¥~ |u,| est, par le théoréme de comparaison (la série Y, ﬁ est réputée convergente), convergente. La série
Y .>1uy, est donc absolument convergente et donc convergente. On note S sa somme.

S.d. Soit N > 1. Comme déja expliqué, on a

N iy 1 &1
‘Zun_S|§ Z |un| < 3 Z 2
n=1 n=N+1 n=N+1

< . 400 1 . . . Lo s . . L. .o,
Il nous reste a estlmer Y, N1 ;- En s’inspirant de ce qui a déja été fait en termes de comparaison séries-intégrales, on
remarque que f — = L est décroissante sur ]0, +oo[ et donc que pour n > N+ 1, 0n a

o< | </" di
—n2— ”71t2

‘o +oo ST PN
La série ¥,>n11 [y %’ est convergente et sa somme vaut [y Feo d’ = [ } N % Par I’inégalité issue du théoreme de compa-
raison, on a donc

n= N+1 2 N
Il reste finalement
1
‘Zun_S|S7N

S.e. Soit N > 1, on a de I’égalité

N+1 N 1 1 1
[ 50 @ =Y f SN )= 20+ 5 (1) - 5 N ) +zun
n=1 n=1
avec f(x) = Inx, que*
N 1 1
(N+1)In(N+1) — ; nn—i—fln N+1)+8 ern;un

4. la premiere est une réécriture de la formule, pour la seconde, on ajoute et retranche S



Passons les choses du c6té attendu, ajoutons retranchons S, regroupons les constantes et nommons Ry le reste, on a

N 1 1 1 N
In(N!) = Y In(n) (N+1)ln(N+1)—N—§ln(N+1)+f —S+—7+1) +8S—Y u,
n=1 n=1

8 8(N
Y

Ry

1 1
(N+1)1n(N+1)fo§1n(N+1)+}/f§1n(N+1)+RN

oll, par inégalité triangulaire, le fait que (N + 1) > N et ’inégalité prouvée a la question précédente,

|Ry| < ! +|Si\<l+1 !
- -VYu B T
M=3WN+1) =T =8N T8N 4N
On peut prendre C = %.
5.f. On peut modifier un peu cette égalité pour obtenir
1 1
In(N!) = N1H<N+1)7N+EIH(N+1)+Y*EIH(N+1)+RN

En passant 1’égalité précédente a I’exponentielle, on a
N!'=e"V/N+T1.(N+1)N.e N Ry

ce qui n’est pas exactement ce que 1’on cherche. On a

N+1(N+ 1N 1 1
YREIWDY T L
\/NNN N N
N—+oo
— e

On a donc on a
N! = eY\/N.NN.e_N.eRN.(xN

ou ay — e, ce qui se traduit par
N! =" VNNV eV PN,

ol py — 0 lorsque N — oo,
Remarque finale : On montre (par exemple a I’aide des intégrales de WALLIS) que la constante A vaut /27. On vient d’obtenir

la formule de STIRLING :
N! ~nN_sieo V21NNV ™



