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1 Introduction

1.1 Définition

Soit (uy),en une suite numérique, a valeurs dans K, (K = R ou K = C). Considérer la convergence de
la série de terme général u,,, notée Y, u,, c’est considérer la convergence de la suite (Uy)ycrn des sommes
partielles définie par YN € N, Uy = Y uy,.

Définition 1. On dit que la série Y ,u, est convergente si la suite des sommes partielles (Uy)yen est
convergente. Dans ce cas, on note sa limite

o0

Y un

n=0
et on appelle cette quantité la somme de la série ), u,,.

Remarques :
1. si la suite des sommes partielles diverge vers oo, la série ), u, est divergente mais on notera tout
A ~+oo _
de méme Y, ) u, = +oo.

2. La série ¥, u, est a la suite (u,),cny ce que I'intégrale généralisée [;™ f(¢) dt est a la fonction
t € [0,+oo[— f(¢). La théorie en est plus élémentaire car il est plus aisé de définir une somme finie
qu’une intégrale.

3. Lathéorie que nous allons développer est essentiellement parallele a celle des intégrales généralisées.

4. On peut considérer des séries avec premier indice ng au lieu de 0.

1.2 Exemples 1 : séries téléscopiques

Supposons que pour tout n € N, u, = v, —v,. La série ), u, est convergente si et seulement si la
suite v, est convergente et dans ce cas

—+oo
Y up= lim v, —vg
n—4-o0
n=0
Exemple avec décalage : )~ m est convergente et sa somme vaut 1 : on a m = rll — ﬁ et...

Exercice 1.-xx- Pour chacun des termes généraux de série suivants, donner la nature convergente ou
divergente de la série et la valeur de la somme en cas de convergence.

Louy=InB2 n>1,

|
2' un:%’nzls

2 1 2 1
3. , n > 2 (calculer m—z+m)
Exercice 2.— Soit (v, ),y une suite numérique de limite O et a, b, ¢ trois nombres réels tels que a+b+c =
0. Montrer que la série de terme général u, = a.v,, + b.v,+1 + c.v, 2 converge et calculer sa somme en
fonction de a,c, v et vy.
Indication:Faire apparaitre des séries télescopiques



1.3 Exemples 2 : séries géométriques

Soit g # 1. Intéressons nous a la convergence de la série géométrique Y, ¢". La somme partielle d’ordre
N se calcule et vaut
N B 1— qN—H B 1 1
n:Oq l—¢q l—gq 1—g
La suite (Sy(g))y converge (et donc la série Y, ¢" converge) si et seulement si |g| < 1 et, en cas de
convergence, on a

N+1
q

+o0 0 1

Z 9 = 1—

n=0 q
Rq:pour 0 < g < 1eta > 0,lasuite (¢"),cn joue pour les séries au role analogue a celui de la fonction
t € [0, +oo[ e~ %' pour les intégrales généralisées [,

Exercice 3.-x- On considere la suite (uy),>0 définie par récurrence par la donnée de ug et de u; et la
relation de récurrence

Vn € Nyupyo = up1+ —up

4
Donner une CNS sur ug et u; assurant la convergence de la série ), u, est convergente et donner la valeur
de sa somme en fonction de ug et u;.

Soit g # 1. Intéressons nous a la convergence de la série géométrique dérivée Y ,n.q". La somme
partielle d’ordre N se calcule et vaut

an =4 Zq dSN(Q)

dq
On a donc
s0(g) = g gV+? _wen 2 gV
(1-9)* (1-¢)* (1-q)
Par croissance comparée, la suite (S](Vl)(q)) converge si et seulement si |g| < 1 et, en cas de convergence,

on a

~+oo
ng' =
,,;) (1—¢g)?

Intéressons nous a la convergence de la série géométrique dérivée seconde n.(n—1).q". La somme
n
partielle d’ordre N se calcule et vaut

2N dS()
Znn—l - _22 7. dgz

On a donc )

2 2q

Sz(v)(CI) = W
(2)

Par croissance comparée, la suite (Sy’(g)) converge si et seulement si |g| < 1 et, en cas de convergence,
ona

+ 4" (polynome(N))

+oo n 2q2
Z n(n—1).q"= 1—qr

Remarque : pour 0 < ¢ < 1 et & > 0, k € N, la suite (n¥.¢"),cn joue pour les séries au role analogue 2
celui de la fonction ¢ € [0, +oo[ tK.e =% pour les intégrales généralisées [,
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Exercice 4.— Une autre méthode de calcul des séries géométriques premiere. et seconde.
1. Une technique de calcul : intégration par parties discrete.
Soit (uy)nen et (vp)nen deux suites numériques. Montrer que pour tout N € N,

N N

Z (U1 — Up) .V = UN11.VN — UQ-V) — Z Up-(Vp — V1)
n=0 n=1

Indication:Séparer la somme, faire un décalage d’indice et regrouper

2.Soitg e C, g # 1.

2.a. En appliquant la formule précédente avec v, = ¢", u,, = n, ou en utilisant la méme technique que pour
I’établissement de cette formule, donner une relation entre

N N
Z n.g et Z q"
n=1 n=0

2.b. En déduire, lorsque |g| < 1, la valeur de la limite lorsque N — +oo de Zn n.q" -1

3. Faire le méme travail en écrivant

2

N
ZZn.q Z (n+Dn—n(n—1))g"!
n=1

pour retrouver la valeur de la série géométrique dérivée seconde

1.4 Exemples 3 : séries téléscopiques/intégrales

On peut formuler une variante du premier exemple sous la forme suivante. Supposons qu’il existe une
fonction numérique f définie, continue (par morceaux) sur [0, +oo[ telle que u,, = f:“ f(t)dt
Si J57 f(¢) dt est convergente alors Y, u, est convergente et

oo +oo
/ fo)de="Y" uy
0 n=0

En effet, pour N € N, par CHASLES,

N+1

N
Uv=Y un= f(t) dt
n=0 0

et le résultat s’ensuit.
(Attention, pas de réciproque a ce niveau de généralité.)

. . £ 214 . 1
Un exemple, qui montre le lien avec les séries téléscopiques : prenons u,, = f:+ (zftl)b

dt

~+oo
comme | (e

est convergente, de valeur 1, la série ), u,, est convergente et

oo
Z u, =1
n=0

Cet exemple est en fait exactement le premier, on remarque que u, = F (n+ 1) — F (n) ou F est une primitive

sur [0, 4o de £ > ie F(t)=—-

(r+1)2’ t+1°



2 Propriétés
Linéarité
1. La série somme de deux séries Y, u, et Y, v, est la série Y, (u, +vy).

2. SiA €K, lasérie A.Y,u, est la série Y ,,(A.uy)

Proposition 2. 1. L’ensemble des séries numériques a termes dans K, muni de ces opérations, est un

K-ev.

2. Le sous-ensemble E, constitué des séries numériques convergentes en est un sev et, V(Y u,), (X, vn) €

E,VA,u €K,
+oc0

oo oo

Z (Atty+ povy) = ﬂ,(z Up) -l—;,L.(Z V)

n=0 n=0 n=0

En d’autres termes, 1’application qui a une série convergente associe sa somme est une forme linéaire.
Exercice : Quelle est la valeur de Z:j’o n*.q"?

Positivité/Croissance

Proposition 3. 1. Si), u, est une série convergente a termes positifs alors Z::O u, >0

2. Si Y, u, et), v, sont deux séries convergentes, a termes réels et vérifiant Vn € N, u, < v, alors
~+oo ~+oo
Y un< ) v
n=0 n=0
3. Si Y, uy ety |uy| sont deux séries numériques convergentes, alors
o0 o0
Y un| < )
n=0 n=0

3 Criteres de convergence

3.1 Séries a termes positifs

Rappel :Un critere d’existence de limite

Théoréme 4. Soit U = (Uy),cn une suite réelle, croissante alors

1. Soit U n’est pas majorée et alors lim,,_, o U, = oo

2. Soit U est majorée et alors lim,_, . U, existe dans R et vaut sup{U,,n € N}.

Dans le deuxieéme cas, la limite est donc un majorant de U et c’est le plus petit de ces majorants. Posons
L = lim,,_; ;. Uy, cela signifie que

1. vne N, U, < L.

2. SiMeRetVne N, U, <M alors L< M.



Somme d’une série a termes positifs

Théoreme 5. Soit Y, u, une série a termes positifs, U = (Uy)nen la suite des sommes partielles.

1. Soit U est majorée auquel cas la série Y, u, est convergente et Zn oUn est un nombre réel bien
défini..

2. Soit U n’est pas majorée auquel cas la série Y, u, est divergente vers +oo et Z+ oUn = oo

Séries a termes positifs : le théoréme de comparaison

Théoreme 6. Soit Y, u, et Y, v, deux séries a termes positifs, telles que Vn € N,0 < u,, < v,,.
1. SiY, v, est convergente alors Y, uy, l’est aussi.

2. Si Y, u, est divergente (vers +o0) alors Y, v, I’est aussi.

Séries a termes positifs : Application 1
Montrer, en la majorant par une série convergente, que la série )~ niz est convergente.

On a, pourn > 2,
N U S B
“n2 " nn-1) n—-1 n

et comme on a

N
(I 1 Moy pen
— N2y

= 1=

1
n

n=2"-
le théoreme de comparaison montre que ) ,~» nl—2 est convergente, de somme < 1. Par CHASLES, ) > nl—2
est convergente, de somme < 2.

Séries a termes positifs : Application 2

Montrer, en la minorant par la série de terme général In(1+ - ) que la série Zn>1 , la série harmonique,
est divergente vers +-oo.

On a, pourn > 1,

1 1
—>In(1+-)=In(n+1) —In(n)
n n
car
Vx> —1,In(1+x) <x
et comme on a
il N—>+<x>
Z (n+1)—In(n) = In(N+1) o0

le théoréme de comparaison montre que Zn>1 est divergente vers +oo.
Les deux séries que nous venons de tralter sont des séries de référence. On énonce donc le résultat
utilisable directement :

Théoréme 7. — La série (de RIEMANN) ¥~ lz est convergente.

— La série harmonique Zn>1 est divergente.



Exercice 5.-%x-
1. Recherche de la nature de la série };> ¢

2. Recherche de la nature de la série } 4~

E_l»— ml’_‘
o Y

Séries a termes positifs : Application 3
La technique de la majoration ou minoration asymptotique, déja vue pour traiter les intégrales généra-
lisées, s’applique aussi pour les séries a termes positifs.

Exercice 6.—
1. Montrer, en la majorant par une série convergente, que la série ), 3,121—"“ est convergente.

2. Quelle est la nature, convergente ou divergente, de la série },,> m ?

Séries de référence

Le théoreme de comparaison nécessite 1’utilisation de séries de référence positives, dont la convergence
ou divergence est déja connue.

Les séries de référence au programme officiel sont

1. Les séries géométriques (et dérivées) de raison g > 0.
2. La série de RIEMANN, )~ lz, convergente.
3. La série harmonique Zn>1 , divergente.

Exercice 7.—Comparaison aux séries de référence.
Donner la nature, convergente ou divergente des séries suivantes :

1. Zn>0 n41;
n+1
2. ano m
1
3. anl (e'l — 1)
4.%,>1(1— cos(%)).

3.2 Séries absolument convergentes

Critere d’absolue convergence
Théoreme 8. Soit Y, u, une série numérique. Si Y., |u,| est convergente alors Y., u,, est convergente.

Définition 9. Une série Y, u, vérifiant I’hypothése du théoréeme est dite absolument convergente. Le théo-
reme dit que si une série est ACV, elle est CV.

Remarque : Dans les conditions du théoréeme, une fois établie la convergence de ), u,, on a, par
croissance, 1’inégalité

o0 +o0
Z:un < 2:|uﬂ
n=0 n=0

Démonstration. Supposons (i, ),cn a valeurs réelles, on se rameéne a ce cas en considérant les parties réelle
et imaginaire de u,.
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Soit n € N, posons u,} = max(uy,0) et u,, = —min(uy,0). On a |u,| = u,} +u, et u, = u; —u, . Les
séries Y, u," et ¥, u, sont i termes positifs, majorées au sens ! du théoréme de comparaison par la série
convergente Y, |uy|. Par le théoréme de comparaison, les séries Y u,” et ¥, u, le sont aussi. Comme par
ailleurs, pour N € N,

N N
UN:ZM,T—ZL{;,
n=0 n=0

I’existence de limites finies lorsque N — +oo pour les deux sommes partielles de droite garantit 1’existence
de la limite finie des sommes partielles a gauche.

Pour I’inégalité en remarque, il suffit de passer a la limite lorsque N — +oo I’inégalité triangulaire pour
les sommes finies

N N
z:un < 2:|uﬂ
n=0 n=0

Cette procédé « passe bien » car on sait par ce qui a été fait précédemment que toutes les sommes partielles
ont des limites L

Exercice 8.—Comparaison aux séries de RIEMANN, ACV.

1. Montrer que la série },,>o((—1)"n+ \/ﬁ)e_\/ﬁ est convergente.
(—1)lvn]

2. Montrer que la série },,~;(—1)".nsin “3— est convergente. Indication:On pourra se servir de 'in-
égalité Vx € R, |sinx| < |x].

4 Exemples—comparaisons a la série géométrique

4.1 Le développement décimal d’un nombre réel

Soit (dy),>1 une suite de nombre entiers compris entre 0 et et 9 (des « chiffres »).
oy s dn ~+o0 dn
Proposition 10. La série Y~ 1 est convergente. Y, = 16 € [0,1].

Démonstration. Posons, pourn > 1, u, = %, Vv, = 110*1' On a alors, pour toutn > 1, 0 < u,, <v, et, comme

. . L, . 1 £ 1 1
(Vn)n est une suite géométrique de raison 5, la série Y~ v, est convergente, de somme 9 X 15 X T 1,
par le théoreme de comparaison, ) ,~ u, est convergente, de somme comprise entre O et 1.

Développement décimal d’un nombre réel.

Théoréme 11. Soit x € R, il existe un nombre entier ny et une suite (d,(x)),>1 de « chiffres » de {0,...,9}
tels que

=d,(x
e=ner L4

n=1

1. 1l s’agit d’inégalités terme a terme :

VneN,0<u <|uy|et0<u, < |u
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— Si x n’est pas un nombre décimal, i.e. n’est pas un quotient d’un nombre entier par une puissance
de 10 alors x admet un unique tel développement en série.

— Cette somme de série s’écrit usuellement comme développement décimal illimité du nombre x.
x = nyd) (X)da(X)...dp(x)...

Démonstration. Cette démonstration est hors-programme et technique. Commencons par I’assertion d’uni-
cité. Soit x € R et supposons que

dy(
10n =" +Z 10n

ol ny,n!, € Z et les d,, d), sont des chiffres.
Retranchons les deux termes de 1’égalité : on obtient

+o0 d/(

+
CR T Z’

n=1
Comme le terme de droite est la différence de deux nombres entre O et 1, la différence n, — n; vaut —1, 0
ou l.
Si cette différence vaut 1, alors, cela signifie que

= 107 = 1"

oo dn
etdoncny =x= n + 1 et x est entier, ce qui est exclu. On a donc n, = n et n 1 10,, =Y 10,1 .

Supposons que les suites (dy,(x)),>1 et (d)(x)),>1 sont distinctes. Il existe alors un premier indice
no > 1 tel que dy, (x) # dy, (x). Ona

no d/

y, it ri

n=1
et, en multipliant par 10 cette égalité, en décalant I’indice, on a, pour deux entiers distincts k et &/,

vod) T 4
10"

n=ngp+1

o oo !/
n=1 10" n=1 107
Le méme argument que précédemment s’ applique et montre que soit k = k' + 1, soit k' = k+ 1, que les
sommes de séries valent O ou 1 et que 10"0.x est un entier, ce qui est exclu.
On peut noter que lorsque x est un nombre décimal, il admet deux développements décimaux distincts,

I’exemple type est celui de
ey 0

1_0+Zlon—1+210n

0,999999 - .- = 1,0000000. ..

Les écritures décimales habituelles sont en fait des séries déguisées.
Passons maintenant au probleme de 1’existence d’une telle écriture d’'un nombre quelconque sous forme
de série.
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Soit x € R, posons, ny = |x], xg = ny et, par récurrence, sur n, dy+1(x) = Ll()”“.(x—xn)J, Xpil =

Xp + dfanlflo .
II est clair que x,, = xo + Y;_, d”—éff). Il reste donc a montrer que x, — x lorsque n — +oo et que 0 <
dy(x) <9.
Pour ceci, il suffit de montrer, par récurrence sur n, que
VneN,0<x—ux, < !
107

(Une conséquence de cette inégalité est que Vn € N;0 < d,,,(x) <9. pourquoi ?)
Posons, pourn e N, H,,: 0 <x—x, < %()ﬂ

1. Hj est vraie.
2. Supposons H,, vrai pour un certain entier n, alors, au rang n+ 1, on a

dn—!—l (X)

X — Xp+1 ZX—Xn—W

et donc, comme, par définition de la partie enticre
dpi1(x) <10 (x—x,) < dpyi(x) +1
ona

dn+1 1
~10n+] < 107+1

0<x—x,

ce quiest H, 1.

4.2 La convergence de ¥, nq"

Soit k € [0, +oo[. La série ¥, n*q" est convergente si et seulement si |g| < 1.

On a déja traité, en les calculant, les cas k = 0, 1,2. Si |g| > 1 alors le terme général de la série ne tend
pas vers 0. Elle est grossierement divergente.

Si |g| < 1. Montrons que la série ¥, u, est absolument convergente. Lorsque k > 1, |u,| = n*|q"| est
beaucoup plus grand que |g|", on ne peut pas appliquer le théoréme de comparaison entre ces deux séries.
Par contre, en prenant ¢’ tel que |¢| < ¢’ < 1, et posons v, = g™, on a

k /—1 /
|un| = (n".(lglg"")")q" = €vn
ou, par les croissances comparées, &, — 0. La suite g, est donc bornée, par une constante C > 0 et on a
Vne N,0 <|u,| <C.vy

La série ¥, C.v, est convergente et donc Y, |u,| I’est aussi et donc Y, u,, est ACV, elle est donc CV.
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4.3 La convergence de la série exponentielle

Soit z € C quelconque. La série exponentielle prise en z est ), ;—r: Cette série est absolument conver-
gente.
En effet, supposons z # 0 et posons u, = %;. On a, pour n € N,

] I
|up| n-+1

Cette quantité tend vers O et donc, a partir d’un certain rang ng, |u,+1| < %\unl et, par récurrence, a partir de
ce rang no, |u,| < 27".2"|u,,|. Le terme de droite est le t.g. d’une série géométrique convergente et donc,
par le thm de comparaison, Y, |u,| est convergente, Y, u, est donc ACV, donc CV.

5 Comparaisons a une intégrale

Séries de Riemann

Une technique standard pour prouver la convergence d’une série est de comparer cette série a une
intégrale généralisée. Voici un exemple *treés* classique qui étend ce que nous avons dans les cas o = 1 et
o = 2. (le résultat est hors-programme, la technique ne I’est pas du tout).

Proposition 12. Si o € R alors
1. Sia<1,lasériey >, ,%a est divergente.
2. Sio>1, la série ) ;> ,%a est convergente.

On peut supposer o > 0 car sinon la divergence est grossiere. On se base sur I’inégalité, valable pour
n>2,

On a donc, pour N > 2,

Suivant les cas, la minoration montre la divergence de la série, la majoration montre la convergence de la
série.
1 n+1 1

Exercice 9.-x- En comparant anm? A€ Jn ' a2

dx, déterminer la nature de la série } >, —n(h} )z

6 Un calcul explicite : valeur de la série exponentielle

On a montré que la série exponentielle en un certain x, ), j;—';, est convergente et la question qui se pose
est quelle est sa somme ?

Il est est assez rare que 1’on puisse calculer explicitement la somme d’une série—le but de cette partie
est donc d’expliciter une méthode.

On peut remarquer qu’une somme partielle d’ordre N de Y, ji—’: est un polyndme en x et que c’est le
polyndme qui intervient dans le développement de TAYLOR de la fonction exp en 0 a I’ordre N.
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Théoreme 13.
+oo Pk

VxeC, Z

Démonstration. La preuve (hors-programme) est basée sur la formule de TAYLOR avec reste intégral.
Cette formule est aussi un moyen d’ accés a la formule de TAYLOR—YOUNG.
Soit x € C, posons Ex(x) = Zlnv 0 n, On a, pour N € N,

KN+

1
ex:EN( )—l—T/O (I—I)N.etx dt

Ce que I’on peut voir, par récurrence, grace a une ipp
1 [N+ =t 1
/ 1=V, & dar = {—Qe’x} I / (1—)N e g
0 H,_/ ~~~ N+1 =0 N+1Jo

A primitiver & dériver /¢

— 1 N+1 tx dt

N—|—1+N—i—1

De ceci, on déduit, par inégalité triangulaire pour I’intégrale ainsi que la majoration |e*| < el lorsque
xeCetre|0,1],

| X_E ( )| < |)C |N+1 |x|
e —En(x —_—
MY = v+ 1)
Le terme de droite de cette inégalité tend vers O lorsque N — oo et donc Ey(x) — €. []

Exercice 10.— Justifier les égalités suivantes
Ly Cl ol yr=nll g 2 () eR),

n=0 n!

2.Pourtoutx € R, Y ° L';, =1 +e).

2n+l 1 (gx . eix)_

3. Pourtoutx € R, } 07 2n+1) 3

7 D’autres exercices

Exercice 11.— Critere de condensation de CAUCHY. (Difficile.) On consideére (u,),>0 une suite réelle,
a termes positifs, décroissante. Montrer que les séries

Z uy et Z 2kl/l2k

n>1 k>0
sont de méme nature. Indication:Comment comparer Z Yty = YK ok cpenir gty et YR 2Ky ?
Utiliser ce résultat pour montrer que ) ,,~ nla est convergente ssi o > 1.

Exercice 12.—On définit la suite (u,),cn par up > 0 et la relation de récurrence : Vn € N, u, ] =
1. Montrer que cette suite converge, donner sa limite et montrer que

Un
14u, -

Inuy41 —Inuy ~p—syoo —uy

2. Quelle est la nature de la série Y, u,, ?
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Exercice 13.—

1. En singeant la preuve de la convergence de la série exponentielle, montrer que pour tout x €] — 1,41,
la série ), 7~ converge vers —In(1 —x).

2. A quelles autres expressions auriez-vous envie d’appliquer cette méthode ?

Exercice 14.—
l.a. Pour n € N, n > 1, comparer %, m

1 t Let |, ntl d’ . Expliquer graphiquement cette comparaison.
1.b. En déduire que pour tout N € N*,

n(N+1) <1+In(N

\\Mz
=|~

L.c. Quelle est la nature de la série )~ % ?

1.d. Donner un équivalent simple de fo:l % lorsque N — —+oo.

2.a. Pour n € N, n > 1, comparer In(n), [ ,In(z) dt et fn”H In(7) dt. Expliquer graphiquement cette
comparaison.

2.b. En déduire que pour tout N € N*,

N N+1
/ In(t) dt < 21 (n)§/1 In(z) dt

2.c. Donner une primitive de x — In(x) sur |0, +oo[ et montrer que

N

Le but de I’exercice est d’obtenir, pour chacune des séries divergentes ), % et ¥,>11n(n), une es-
timation asymptotique plus précise que celle obtenue dans les questions précédentes. La technique va
simplement étre de raffiner la comparaison avec 1’intégrale.

3. Soit f € €([1,+o0[) et n € N*.
3.a. Montrer quelle intégration par partie faire pour obtenir la formule

n+1 1 n+1 1 ,
|0 =50+ s )= [ =030 @) dr
3.b. Montrer quelle intégration par partie faire pour obtenir la formule
1
[ sy a= S0+t )+ ) s k4 [ et )P0 a

M= (n+ )2 £"(t) dt. Montrer que pour tout N € N*,

=

3.c. On pose u, =

N+1 N

Fleydi =Y Fln)+ 5 FN+1)

n=1

Lt =L+ Y
| 2 8 3 Lt
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4. On se place dans le cas ob f(x) = 1.

4.a. Que valent f/, /2

4.b. Montrer que pour n > 1,

Up| < —
] < 4n3

4.c. Montrer que la série Y, u, est convergente. On note S sa somme.
4.d. (Difficile) Montrer que pour tout N > 1,

N +oo 1
\Zun—S\g Z ’W‘SW
n=1 n=N-+1 '

4.e. En déduire I’existence d’une suite (Ry), de deux constantes ¥ et C telles que, pour tout N > 1,

N
1
S —I(N+1)+y———— +R
n; n(N+1)+y st TR
et
C
IRn| < N2
5. On se place dans le cas o f(x) = In(x).
5.a. Que valent [/, /7
5.b. Montrer que pour n > 1,
1
ol = g2

5.c. Montrer que la série } > u, est convergente. On note § sa somme.
S.d. (Difficile) Montrer que pour tout N > 1,
Yu-si< ¥ jul<g
| U, —S | < |un| < —
n=1 n=N+1 8.N

5.e. En déduire I’existence d’une suite (Ry), de deux constantes y et C telles que, pour tout N > 1,

In(N!) = i In(n)=(N+1)In(N+1)—N— %ln(N—f— 1)+ 7+Ry
n=1

et

C
Ryl < =
|N\_N

5.f. En passant 1’égalité précédente a I’exponentielle, montrer 1’existence d’une constante A > 0 telle que
N!'=A/N.N".e™N PV

ou py — 0 lorsque N — oo,
Remarque finale : On montre (par exemple a 1’aide des intégrales de WALLIS) que la constante A vaut
v27. On vient d’obtenir la formule de STIRLING :

N! ~N_ytoo V2T.NNNe™N



