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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année de Post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études Post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant d’avoir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches de ce cahier de calcul, et
de noter celles que vous avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables dés le début de la premiere année, et centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calculs.

e Enfin, quelques fiches portant sur le programme de deuxiéme année : les chapitres nécessaires sont claire-
ment indiqués.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calculs est organisée ainsi :

e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( 0), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention & l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par soi-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a l'adresse cahierdecalculs@prepasbio.org.

vi



Enonceés







Fiche de calcul n°1 001A

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Deés le début de la 1ére année.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

Calcul 1.1 — Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 27—1 % 42
) o e C)
40 3—4 5 94
1 _9)2k+1 g 92k—1
) 83X oo i q EVTU xS
42 4k % 37k+1
Calcul 1.2/ — Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
e e — X — X5
Y 173 ) 55 X1
2 2 6
b) = =02 ... d) —— <+ (—==) ..o
) -0, )~ +(p)
000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
1 1 1 1
2 X 3 XD X ) (= A = = b o) e
2 JGH+s+z+3)

p (13628 62 21
) L e

) 510 x 73 — 25% x 492
“ 125 x 7)3 + 59 x 143

1978 x 197941 980 x 21 + 1958

d)
) 1980 x 1979 —1978 x 1979
— Des nombres décimaux et des fractions. 0o
Dans chaque cas, donner le résultat sous forme d’une fraction irréductible.
1
a) 0,2 ...l c) 1,35 ... e) 3 0,3 .ooviinn..
2 13,5
b) 0,36 ...l d) 1,54+ ... f) ——— L.
) 0 ) L +3 ) 18,2 — 3,2

Calcul 1.5 — Un petit calcul. ]
) 05—-24+=2 05—24+1-02
Ecrire — 517 37 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........

e 1t 35 t—3+35—35

6 17 ' 37 5 47173 J

Fiche n° 1. Fractions 3



— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 2 022 ) 1235 x 2469 —1 234
a ) ———————————— ...
(—2022)2 + (—2 021)(2 023) 1234 x 2469+ 1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 20202420222 —2 1000 x1002—-999 x1001 "
Calcul 1.7| — Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- = N
a) (n+1)2+n—|—1 npourne
3 _ bS b 2
b) (szf D (C;tb) pour (a,b) € Z*, distincts deux & deux. .................ooiii...
6(n+1)
c) % pour m € N \{L, 2}, .o
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. )
k
. k:Z::() * . p(p+1)
Simplifier pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+4---+p = g
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. ')
, b
Soit k € R\{1} et z € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k 3 —1
— b) —— ... .
) % - T3
alcul 1.10) — Un produit de fractions. ]
. 1 1 2 2
Soit t € R\{—1}. On donne A = T+ 2 A+ et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ........ ...
Comparaison
— Regles de comparaison. o
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 1210 125 105
A) — i e b) —...— ...... C) — i —— ...
5 9 11 12 25 21
— Produit en croix. ()
33 215 104 348
Les nombres A = 66 317 e = 508 341 sont-ils égaux? Oui ounon? ....... ... ... ... .........
Calcul 1.13| — Produit en croix. o
100 001 1 000 001
Onpose A=———ec¢t B=———:atonA>B, A=BouA<B? ...........
1 000 001 10 000 001
4 Fiche n° 1. Fractions



Réponses mélangées

1 000 2t % 3 Non 25 n(n_—-|-11)2 gn —a“_bb
3
%ﬁi_gzo:s 72:1”10 % 1+ﬁ 5A>]13 ?%5%92 7%
R R PUL I O
= —2 x 33k=2 2 022 = 3+ — 9 55 = o1 5

» [Réponses et corrigés page |33
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Prérequis

Fiche de calcul n°2

Puissances

002A

Opérations sur les puissances (produits, quotients), sommes d’expressions frac-
tionnaires (méme dénominateur), identités remarquables, factorisations et dé-
veloppements simples.

Dés le début de la 1ére année

Calcul 2.1 ]
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)°
10°-10° .......... R -
a) 10°-10 R TE ©) 051093
1075 103)-5.10°
b) (10°)% ............. d) —— (10°)
) (10°) ) 1o p W1
— Des nombres décimaux. 0o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
0,012 1000 - 0,013
0,001 .............. . —_— ...
a) 0, 9 o1 ©) 0130012
3 _2
b) 10*-0,01% ......... d) 0,00172-1000% .... f) (0.01%) .-
0,173 - (100—2)~
0
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
a) 34 . 54 ............. C) F ............... e) 275 ................
— _ (304)7
b) (5%)72% ... d) (=73 (=77 f) 528 528 e
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ou n et p sont deux entiers relatifs.
23 . 32 322 + 321
A) o e C)  moo oo e
34.28.6°1 322 _ 321
2 (_o9)4)8
by 2214922 Q) (3(—2))72 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
((,3)5 . 23)
Calcul 2.5 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
8!7-67° 127215
Q) s C) oo e
9-3.242 952 . 184
b) 552 .12172.1252 Q) 363 - 705 - 102
9TE GOR=Z . gEE TAB gRE 156 e

Fiche n° 2. Puissances



Dans chaque cas, simplifier au maximum ’expression en fonction du réel z.
a) r 2 2
r—1 z+1 2
2 1 8
b e = I I R NI
) r+2 x—2 + 12— 4

c) z? 22
{E2_$ £U3+x2 xB—I ..........
1 x+2 2
d T T Ty T T g g rerree s
) 1'+x2—4 2 — 91

Réponses mélangées

11 1073 8 1073 2—4.371
2
j_l 2.5 10 5
x T —
2 1
15* x —:—Ul x—2 (_7)_2 3%

2
97

5—6

1073
2°1.3

108

310 1012 10—8
10 1072 10*
2%%.3% 100 10

» [Réponses et corrigés page (87|
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Fiche de calcul n°3

Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

003A

Deés le début de la 1ére année

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. La variable x représente un

nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.

b) (x— 1)3(372 +x+1)

¢) (x+1)@—-1)(2z*—z+1) ...

d) (@+1) @) +a+1) ...
e) (x—1 @+ (x> +a+1) ...

f) @P+z+1)(@*—2+1)..

Calcul 3.2

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de x.

a) (-2 (~2?+32-1) = Qe — 1> +2) o
b) (224+3)(52 —8) — (22 —4) (BT — 1) weriri
c) ((J;+1)2(x—1)(x2—x+1)+1)x—x6—x5+2 .......................

d) @4+ =12 =22 F T4+ 1) oo

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe.

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o
b) 25 — (102 4 3)% oo
¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Donner la forme canonique puis factoriser les polynémes de degré deux suivants.

(x+2b>2b2_4“] (ot a # 0).

On rappelle que la forme canonique de ax? + bz + ¢ est a

a 4a?
a) x2—2x4+1 ... d) 32247z +1 oo,
b) 2 +dx+4 . e) 22 4+3x—28 ...
¢) w43 +2 .. f) 52 4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (x+y)2—2% ... d) zy—az—y+1 ...
b) x? + 6xy + 9y? — 16922 ........ e) ¥ +afy+20i+2yt+aty ..
c) zy+x+y+1 . f) y2<a2—|—b2) +16x4(—a2 —b2) .
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

d) (acHbd)? 4 (ad — DC)% ...

e) (ap+bq+cr+ds)* + (aqg—bp — cs + dr)* + (ar + bs — cp — dq)* + (as — br 4+ cq — dp)? .

Fiche n° 3. Calcul littéral 9



Réponses mélangées

1
20 422t fad 2% - 22— 1 2—x+a2°—at —ab 8m3—6w2+gx—§
=22t a3 —a? 20 -1 —1— 3z — 32% 4 2° (x4+y—2z)(c+y+2)
2
3 4 1
- -2 = Se—1)[z-= 24122 — 1722 + 823 — 324
5[<x 5) 55 et —5(x )<x 5) + 122 — 172" 4+ 82° — 3z

N e | 2o — a2 —2? 41 (x—1)2 (z—1)(z+1)(2*+1)

7\? 37 737 7+ V37
3 L) - 28 et 3w 220 vl
<m+ 6) 36] € <x+ 6 ><x+ 6 )
(®+z+1)(2® —z+1) (x+1)(y+1) —8(x + 1)(z + 16) (z +2)?
2 /5aa /5aa
9 :E+§ _@ et 2 w+w x+w (a2—|—b2+02+d2)(p2—|—q2+r2+52)
4 16 4 4
2 3., 4 3\* 1 4
142 +32°+22° + :c+§ ~1 et (z+1)(z+2) 1+

—6(6x +7) 2(3z —4)(10z + 3) (14z + 3y)(—12z + 3y) 4(5x +4)(—bx + 1)

(a2 +b2) (y—4w2) (y+4a:2) (z+y)(z+1)2 (a2 +b2) (02 +d2)

—8(z® +1)(z —4)(z +4) —28 + 21z (x—1)(y—1) ot 2?1

» |Réponses et corrigés page |39
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

004A

Deés le début de la 1ére année

— Définition de la racine carrée. o
Simplifier les expressions suivantes.
a) V(=B)2 d) \V2=VD2
b) V(V3=1)2 .. e) VEB-m2
) V(V3=2)2 . £) VB—a)?
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2V5)2 e) B+VT)E-3B-VD? .........
4
b) (24+VE)2 f) <\/2\/§) ....................
2
¢) VA+2V3 ) (ME) ...................
V3

d) VI1+6V2 oo h) (VZ4+v3)2+ (V2 —V3)? ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
Calcul 4.3 00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

23 1
A) e €) e

2+ V2 V2 -3
b) V2-1 f V243

Tl e T3 e
0 V2+ V346 0 5+2V6  5-2V6

—\@ Iy SRR ;IR Suey SEELEEEREE
o V3-V2 ) ( 5v2 )2

BB 1)
Fiche n° 4. Racines carrées 11



Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

1

TTVit V3

Calculs variés

“alcul 4.5| — Avec une variable.

On considere la fonction f qui & > 1 associe f(z) = v — 1. Pour tout & > 1, calculer et simplifier les

expressions suivantes.

calcul 4.6 — Mettre au carré.

Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.

a) \/3—1—\/5—\/3—\/5

— Méli-mélo.

Donner une écriture simplifiée des réels suivants.

b) V/3-2v2+/3+2v2

a) 3=V d) 3eTEIM
2+5
3+V5H
b) \V/342V2 e) 2 2\/_ ........................
2+/2 V241
C) A f) —In—— ...
2—2 V2-1
Réponses mélangées
Az 1% 12V7  9+4V5  14+vV2 50-25v3 —11+5/5 1-V10+V15
10 1 1
9—3\/5 12 —\/§+2 1+\/3 im —(\/§+\/§) 1+\/§ 2\/§
x(x—2)
B+VIo-vV6—-2 ——— = 10 3+v2 5 7-2 14+Vz-1
vis (z—1)vVz -1 v v ’
x V2+2-+6 1
— _— 2—V2-— - — 2-1 2v2 —
N V3 1 V2 \/§+2\/6 x x V2 m™—3
3 2 3 6
1+v3  V3-1 V2 20 3-2v2  In(1++?2) 13— al - J”[JFQ\[JF\[
» |Réponses et corrigés page [9]]
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Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables. Nombres complexes.

Deés le début de la 1ére année

~ Cubique. °

Soit a un nombre réel tel que a® —a? +1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za® 4+ ya + z ot x, ¥y, z sont trois nombres rationnels.

a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...,
1 1

b) a®—a® ........ d) —+ = e

) a’—a ) . + e
— Introduction aux nombres complexes. ')
Soit i un nombre tel que i2 = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou x, y sont deux réels.
a) (3+1)2 ... ¢) (B3—1)3 ...
b) 3—1)2 ... d) (3—20)°% .............

calcul 5.3 00

Méme exercice.

a) (4—50)(6+30) ....... o) (~4+ i\/5>3 .........

3
b) (243032307 ..... Q) (-3+14)
Calcul 5.4] — Puissance cinquiéme. 00

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a) @ =305 +4a% —a® F3a =1 o

b) al?3 a3 a3 xS
1234
c) H G
k=0
— Inverse. o
Soit  un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
x
1 . 1 1
2 3 4
a) z°+— ... b) z° - — c) ¥+ —
) - ) - ) s

Fiche n° 5. Expressions algébriques 13



o
Soit p un réel de ]0,1[. On pose ¢ =1 — p.

Simplifier les expressions suivantes.

) 2 n 1 1 ) 1 1 1
a) pg X — — s C) —— —— — —— .
P p P pg 1—q 1-p
b) L 2—1 .................. d) PP +3pg+q®
(1-p?* ¢
— Résoudre une équation en physique. ')
Résoudre les équations suivantes en exprimant I'inconnue en fonction des autres grandeurs.
) 1 1 n 1 . 1
a) — = -— 4+ ——  AVEC POUT IMCONNUE K .o nttntett et et ettt et et ae
k~ ki ko P
2 Cc?
b) mg, I =— =0 avec pour inconnue p avec p>0 ...
a p
) 1, n mgd?> mgR .
C) —MU°+ ——— = ——  aveC POUT IMCONTIUE V. . ..tntetetttatetet ettt
2 2R 2 P

Réponses mélangées

k1ko

—4 +43iV5 1 —a®>+1 7a®> +12a+ 7 40’ —a—3
k14 ko
-1 a?+2 a?—a—-1 8 + 6i 39 — 18i 1 18 — 26i
1
CQZ
a® +3a 0 3 —9 — 46i <“2—g) 8 — 6i a* +4a® +2

’Bwl,Q

d? d?
2197 1 \/9<R_E> ou —\/g<R—E> 1

» [Réponses et corrigés page |93
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Fiche de calcul n°6

0005bis

Equations du second degré

Prérequis

Rel

Dans cette fiche :

ations entre coefficients et racines.

e tous les trindmes considérés sont réels;

e on ne s’intéresse

qu’a leurs éventuelles racines réelles ;

Des le début de la 1ére année

e tous les parametres sont choisis de telle sorte que ’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de

racines

Jalcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes.

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi

éventuellement que 3
a) 22 —62+9=0.
b) 92° +6x+1=0
c) 2°+4rx-12=0

d) 22 —-52+6=0 .

et —3.

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 132 +42=0 .........c.o... d) 22 -8r—-33=0........ccoii...

b) 22 4+8x+15=0 ....ccooviiii.., e) 22— (a+bx+ab=0 ............

¢) 2+ 18T +TT=0 ...ooviiiii.., f) 22 —2ax+a®—b0*=0............

— L’une grice a ’autre. )
Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 €St TACINE ...........ooeiiruriiieeeeniiiieann,

b) 72%>+232x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACING ... .........ovurrrrriiiiiiiiieneee...

¢) mz?+(2m+1)zr+2=0 sachant que x = —2 est racine ..................ooiiiiiii.

d) (m+3)2® — (m?*+5m)x+2m?* =0 sachant que x =m est racine .....................

Fiche n° 6. Equations du second degré 15



calcul 6.4] — Racine évidente. o

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

a) (b—0)x? 4+ (c—a)T+ (A —D) =0 oottt

b) ab—c)z® +blc—a)r+cl@a—b0) =0 oottt

c) (x+a)x+d)=(m+a)(m4D) oo

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de ’équation. 00

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

€) 24V3 et 2 VB

Jalcul 6.6 — Avec le discriminant. 00

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm 4 3)T Mm% =0 oo

b) (m+2)2% —2(m — 1)@ +4 =0 .0oiii i

Factorisations et signe

Jalcul 6.7] — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202+ T2+ 6 = (2 +2)(AT D) oo

b) —da? 44 — 1= (22 — 1)(@Z 4 D) oo

¢) =322+ 142 — 15 = (2 = 3)(AT + D) <o

alcul 6.8 — Signe d’un trin6me. o

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

) I N R - S

) (E A 1) (BE = 2) oo
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Réponses mélangées

ab  -3,-5 22—6x—187=0  -7,—11  —2/7 @ 6,7 2,3

a=—-2etb=1 a=2etb=3 1 donc (a —b)/(b—¢) 2,—6 2m/(m + 3)

1 donc ¢(a — b)/(a(b —¢)) -1/m a=-3etb=5 1 donc —5 -3,11
—-1/3,-1/3 a—ba+b 2/3 ] — 00, 1] U [V/2, +o0] 22 —4r+1=0
] — o0, —1] U [2/3, 40| 3,3 m donc —(m + a + b) [-3,5] m=—3/4etx=3/4

m=—-letzx=-2 oum="Tetz=2/3 0, donc 5 0, donc —3/2 22— 222 +117=0

» [Réponses et corrigés page (95
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Fiche de calcul n°7

Exponentielle et Logarithme

Prérequis

Exponentielle, logarithme.

Logarithmes

Calcul 7.1

Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).

d)

Calcul 7.2

Hn(l) _
8 4

Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).

c¢) In(21)+2In(14) — 31n(0,875) ..

Calcul 7.3

Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).

lnl—l-lng—k —|-ln%—|-lnﬂ
2 3 99 100

Exponentielles

Calcul 7.4

)

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

006A

Deés le début de la 1ére année

a) 32 d) e2mG)
b) In(ve) oo e) In(e %) ...........................
c) ln(e%) ............................ f) em®-Wm@
18 Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme



Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

a)

b) e~ In(In(2))

Etudes de fonctions

alcul 7.6 — Parité.
Etudier la parité des fonctions suivantes.

2 fiizron 2022 +
L 2022 — x
x2+1)

b) fo:axr— In(z+

c)

fz3:ixr—

alcul 7.7| — Limites d’une fonction.
[Calcul 7.7]

et —e "

On note f: oz +— ——.
et +e T

a)

b) Déterminer la limite de f en —00. .. ..o

On note f : z — In(1 + ).

Déterminer la limite de f en 4-00. ...t

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout x € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e” c)

d)

Equations, inéquations

Résoudre les équations et inéquations suivantes (d’inconnue z).

Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme

19



Réponses mélangées

1
impaire impaire —17 In|z — 1] 1y —2In(5) + 41n(2) 8 41n(2)
x
In(12 2
x> w —1In(3) — 21n(2) 2In(5) — 2In(2) x> - impaire impaire
e
1 1
3 1 1 1 1
— — — 2 S — — —
31n(2) 5 5 3 91n(2) x 15 5 2In(2) — 21n(5)
* 1
< 2In(3)—2m(2) = 1  z+mh2 -2  W@B)+11l©2)  —3n(2)
1+2 2

» [Réponses et corrigés page [97|
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Prérequis

Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

007A

Cercle trigonométrique. Relation cos® 4 sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin

et cos. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.1

Donner les valeurs :
a) cos gl
4
T
b) t (7)
) tan 1

Calcul 8.2
Simplifier :

2) COS(%) +cos(%r)+cos(%f> +cos(%r)
b) Sin<567r> +sin<767r)
c) tan(%)+tan<%r>+tan<5%)+tan(%>

Signe du cosinus et du sinus

“alcul 8.3

Donner le signe :

Dés le début de la 1ére année

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.4
Simplifier :

a) sin(m —x) + cos(% + x)

b) sin(—z) + cos(m + z) + SiIl(g - x)

(T
c) 51n<§—

d) cos(z —m)+ Sin(—g - x)

A
x) + sm(§ + ;v)

Fiche n° 8. Trigonométrie
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Formules de duplication

On rappelle les formules suivantes : sin(2z) = 2sin(z) cos(z) et cos(2x) = cos?(z) — sin?(x)
Calcul 8.5 )
En remarquant qu’on a % =2x E, calculer :
a) cos(%) ........ b) sin(g ........ c) tan(g) ........
Calcul 8.6 L
Simplifier pour x € }O, g [,
2) 1 — cos(2z) cos(2z)  sin(2z)
Tom(@r) e cos(@) )
Equations trigonométriques
Calcul 8.7 000
Résoudre dans [0, 27], dans [—m, 7], puis dans R les équations suivantes :
1

a) cos(z) = SURRRREREEE d) tan(z)=-1 .......

3 1
b) sin(z) = _g ..... ¢) cos2(z) == ..nn....

2m 1
c) sin(x) = cos| — f) |tan(z — ...
) singe) = cos 57 ) Jtan(o)] =

Inéquations trigonométriques
000
Résoudre dans [0, 27], puis dans [—7, 7], les inéquations suivantes :

2 1
8 cos(e)> -2 . d) [sin(@)] <z orrernns

2 2
b) cos(z) < cos(%) ..... e) tan(z) =1 ...........

. 1

c) sin(z) < CIRARRRRREERE f) cos(x - —) =20 ......

22

Fiche n° 8. Trigonométrie



Réponses mélangées

_37r o U T o U 51 _571' o _57r T 51
-l ey T 65 e
V2+4/2 T V3 1 1
— {Z +km, k€ Z} 1 tanz o8 _cos(m) —3

T 37 s 51 Y T T
_Z’Z:| [O,E]U [E,2W:| {Z,I} {§+2kﬂ',k€Z}U{—§+2kﬂ',k€Z}
0 3m ™ m 3w bwTw

{%-ﬁ-%n,kez}u{%ﬂ—i—%mkez}

T 5T 3m 3w T T
{E-I—Im,kez}u{?—kkmkez} -7 {Z+k§,kez} <0
3 T s ™ 5 T %
[O,Z]U[Z,Zﬂ'] |:—W,—§:|U|:§,7T:| |:—7T,—F:| U[—E,E}U |:F,7r:| >0
2cosx —2cosx {—E E} —2_\/5 il 5—7T il 5_7r 7—7T 11_7r
3’3 2 373 666" 6
1 27 —7 T 5m 3w
—— _ —, = _— — -1 1
2 {3’3} [4’2{U[4’2[ 0 0
3w w 3w T 117 T 1lnw
{—z’—mq} {T+omrezfu{F+omrez] ?’T}
3T 5 T bw 4m 5w
2—1 0,—|U|—,2 - — —_—, — 0 0 1
a-r pEulRe] {55 {35 0 <
V2 . s S5 1w 117
—7 —Ssinx <0 [0, E:| U [E,?] @] [T,Qﬂ':| >0 —-1- \/g

Uiy 5T

1 T ad

» |Réponses et corrigés page |99
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Fiche de calcul n°9

Notation arccos, arcsin, arctan

Prérequis

Trigonométrie. Fonction arctangente.

Définition de arccos(z) et arcsin(x) pour = € [—1;1].

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Calcul 9.1

Calculer les valeurs suivantes.

y mmlt)
arccos(T?’)
c) arccos<12) ...............

Calcul 9.2

Calculer les valeurs suivantes.

a) arcsin(sin(m)) ......... ...

b) arcsin(cos(0)) ..............

c) arccos(sin(0)) ..............

Calcul 9.3

Calculer les valeurs suivantes.

a) arcsin(sin(1)) ...............

b) arcsin(sin(2)) ...............

c) arccos(cos(3)) .......ii....

036A

Aprés le cours de premiére année.

o win( )

e) arctan(l) ...................

1 1
f —F =)
) arccos<3 + 6)

o wesn(sn(2)) o

e) arctan(tan(3m)) ............

0 wean(ian(Z)) o

d) arccos (cos (— %) ) .........

Calcul 9.4/ — Equations avec les fonctions circulaires réciproques.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.

a) arcsin(x) = g ...........

b) cos(arccos(z)) =0 .......

c) arccos(cos(z)) =0 .......

d) arcsin(sin(x)) =

wl =

e) arcsin(sin(z)) =< .......

f) tan(arctan(z))=1 ......

24
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— Calcul de dérivées.

Déterminer une expression de la dérivée des fonctions suivantes.

a) x — arctan(2z) sur R

1
b) z+— arctan(;) + arctan(z) sur R*

Q) s arctan(%) sur R\ {?}}

Réponses mélangées

xb—)L xr—>; T T 3—m T
1+ 422 1+ 22 3 4 2
0 0 ™
1 I {— , Z} T
3 0 2+k7r ke 3 )
L4 o%kn kel
=, oz b J S
U{r— % +2kn, keZ}

1

™
T 6

{z +2kn, keZ}

U{%F + 2km, k€ Z}

T s o
3 6 7

» |Réponses et corrigés page [101]

Fiche n°9. Notation arccos, arcsin, arctan

25



Fiche de calcul n° 10

Dérivation

Prérequis

Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

008A

Dés le début de 1ére année, sauf pour les composées : apres le cours de 1ére année.

Application des formules usuelles

Calcul 10.1] — Avec des produits.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) r€Ret f(x)= (22 +32+2)(20—5). oo,
b) z€Ret f(x) = (2®+324+2)(@® —=5). ...oovviiiinn.
c) zeRet flx)= (2% —22+6)exp (22). .vvvvvrrn...

d) z€]2,+oofet f(x) = B2 —2)In(z —2) ............

— Avec des puissances.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) reRet flx)= (2% —52)° ...
b) ze€Ret f(x)= (22> +4x—1)% ...
¢) x€Ret flx) = (sin(x) +2cos(x))? ....ocooeiiii..

d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(x))>. .................

Calcul 10.3| — Avec des fonctions composées.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) eRet fl@)=In(x® +1). oo
b) z€]l,+oolet f(x) =In(In(z)). «.oovrvii
¢) zeERet flx)=(2—2)exp (2?2 +2). «ooiiiiiiii

d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ooviriiiiiii

e) zel,m[et f(x)=/SIN(T). «ooviiiii

f) ze€]0,+oo[et f(x) =sin(Va). ..o

26
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— Avec des quotients. o
Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :
z? + 3z
Ret f(@) = oo oo
a) z€R et f(z) 2sin(z) + 3
b) z€]0,+o0f et f(x) = 3$\/f2. ....................................
cos(2x + 1)
C) xeRetf(x):W .....................................
222 + 3x
d 1 t e
) @€ Loroel et @) = S
Opérations et fonctions composées
Calcul 10.5 00
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :
x 9 . (1
a) z€R et flz)=asin(=). ...
x
b) ze€]-3,3 et f(x) <
-3, B = e
V9 —z?
1
¢) x el ool et flz)=n( Tt ) e
r—1
d) ze€l0,mlet f(z)=1In (su;z) ...................................
Dériver pour étudier une fonction
00
Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.
) zeR\3,-2et f(z) = ! + !
a) ym2et @) = oo
b) z€]—1,+ocet f(z)=a® —In(z+1) ...,
9 T+2
c) ze|l,+oolet f(z) =In(z"+2—2)— T e
T —
x
d) ze]—1,+o0[et f(x) = m+x—2ln(m+1). .................
1+1
e) z€]0,e[Ule,+oof et f(z) = 11_1223 ..........................
Fiche n° 10. Dérivation 27



Réponses mélangées

(22 4+ 1) sin(2x + 1) + zcos(2z + 1) 2 1++3 1-+3
-2 2 +1) 5(z% — 5x)*(22 — 5) e (x + 3 ) <a: + —5 )
1 9 2o exb(22 (4z + 3)In(z) — 22 — 3 x?

1— 22 (9 — 22)v/9 — 22 (227 = 22+ 10) p(j ) (In(z))? (x+1)2
2z sin (%) — cos (%) (6x — 1) In(z — 2) + 5z __;j 8 cos?(x) — 6 cos(x) sin(z) — 4

cos(y/z)

x cos(z) — sin(z)

(2z + 3)(2sin(z) + 3) — (22 + 3z) x 2cos(z)

524 — 622 + 4o — 15

2z x sin(z) (2sin(z) + 3)2
6 cos(2x) exp(3sin(2x)) —3(3cos(z) — sin(z))?(3sin(z) + cos(z)) (jfi;;(%
- cossi(n:v()x) . h}(x) 4(22% + 42 — 1)(32* + 2) 0 ?n(x))z € _1;)9;(; i o
(=22 4 32 — 1) exp(2® + z) % 62% 4 22 — 11 xff— 1

» |Réponses et corrigés page [103|
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Fiche de calcul n°11 009A
Primitives
Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.

Trigonométrie directe et réciproque.

Deés le début de la 1ére année

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 11.1 o
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
) ) sin4t)
e in(4t) oo
a P S
3 3
b) ——= . e) VIi+t—Vit....oo.ol
) (t+2)2 ) Vi
) s £) Xt
(t+2)3

Utilisation des formulaires

— Dérivée d’une fonction composée. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.
212 7t
a) R R R R R Ty d) s/—==
1+t 1+ 7t2
D) VI 202 )
1+ 3¢2
t 12t
)

Calcul 11.3| — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Meéme exercice.
) In®(t) ) 1
P L TEIRTTERTeE PNy AR LR LRI
1 et +et
..................... e) @ e e e e e e e e e e
t ln(t) 1—et4et
8 2t et
¢) c £)
(3 _ th)3 t
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Jalcul 11.4] — Trigonométrie.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

a) cos?(t)sin(t).....

cos(t)

d)
sin(v/%)

1 — sin(t)

h)

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 11.5

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I’expression ;

e donner une primitive de ’expression.

a) t2 —2t+5 .....
1 1
b) s +—- .........
)t2+t
1
C) \/i_tj ........
1 1
d —
) i
e) e e ..
f) 32 ...

00
1
cos2(t)/tan(t)
cos(t)
(1 —sin(t))3
1
TraE
000

T
Sy IRLEREEE
¢
, e
j) TR
1+e
K) sin(¢)
2 + 3 cos(t)
t

30
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Réponses mélangées
3 3

2 ER 1 1/2 1
S+0F 25 et (24 1) puis —> +Inlt - -
sH07 7 2¢ g\ 1) puis =5+t 2(t + 2)2 t+2
2 cost(3 cos*(t) — 2) puis L os? (t) 2 2! is In(2 + e)
- - uis —= uis In
313 PHE 73 B-e)?  (2+e2?
el(1 —e?) | . 2cost +3 1 2 5
m puis arctan(e ) m puis —§1n|2—|-3cost| §1n|1—|—t |
4 31 .11 2 cosln(t) —sinln(¢) .
~ T gpE P T3 - 7i 2 puis — cos(In(t))) —2cos(V1)
_ 1 1 _ 1+ 1In(t) 1 1
2t 3t 2t 3t :
—In | COS(t)| 2e“" — 3e puis 56 — § —m puis In | ln(t)| im
1 2tsin(7 : 1 1
-3 cos®(t) In|t + 1] _2sin )t:_ cos(y) puis COS(E) m puis —v/1 —#2
: 1 3 2 3 1 1 1 3
t o 243 3t-2 .o L 3t-2 4 2\2
esin(®) i + 7 buis §t2 + Y5 3e puis ze 1 In*(t) 6(1 + 2t%)2
4t 3
tan(t) — ¢ —Cosi ) Sa+mht V1-2 i —sin(e)]
1 1 1
2(t — 1) puis gtg — t2 —+ 5t —(1_'_7)2 —e% lIl |1 — e_t —+ et| (1 — 2t2)e_t2 puis —ie_t
1 In(t) — 2 1 1
6 In(1 + 3¢%) % puis In(t) — 5 In?(t) 2+/tan(t) 2+/In(t) §Arctan(2t)

2

» |Réponses et corrigés page [106|
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Fiche de calcul n°12

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.

010A

Dés le début de 1ére année, sauf pour les composées : apres le cours de 1ére année.

Intégrales et aires algébriques

b

On rappelle que f(z)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

a
repére lorsque les bornes sont dans le sens croissant.

Calcul 12.1 o
Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.
3 -3 -1
a) / r? +etdr ... b) / |sin(7z)|dx .. c) / sin(z)dx .....
—2 5 0
Calcul 12.2 00
En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.
3 7 2
a) / 7der ........ c) / 3zdx ...... e) / sin(z)dx ...
1 0 -2
-3 8 1
b) / —5dz ..... d) / (1—-2x)dx f) / |z|dx ......
7 2 2
Calcul d’intégrales
b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dx = F(b) — F(a), que 'on note [F(x)} .
Calcul 12.3| — Polynémes. 00
Calculer les intégrales suivantes.
3 1 )
a) / 2dz oo d) / (32° Ndw ...
—1 -1
3 1
b) / (2r—5)dx ...l e) / (2 —a)dz .............
1 0
0 -1
c) / (> +x+1D)de ......... f) / T dr
2 1
Calcul 12.4)] — Fonctions usuelles. 00

Calculer.

2) /_gsin(a:)dx.. o) /j‘i{j .........

b) /gcos(x)d:c.. d) /1100\}5dx...

-1
o[ T
3 X
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Calcul 12.5| — De la forme f(azx + b). 00
Calculer les intégrales suivantes.
2 &
a) / 2z 4+1)%de ..o d) / sin(3z)dx .............
-1 S
) 4 1 33 1
b / e dr ... e / ——dx ...
—2 ) o V3r+1
1 s
d:c 2 s
) /0 pmurnt SRERRCEREERRLEREES f) /_Wcos(g—x> de .........
Calcul 12.6] — Fonctions composées. 00
Calculer les intégrales suivantes.
3 s
—2 3
a) /1 x?fzx—x% dz ooovn. d) [ . sin(z)(cos(z))’ dz ... ..
T 1
b) / wsin(z? +1)dz ........ e) / we” ldx .o
-1 0
‘ d n o[ 4
[¢ tan(z)dx ........ ... T oo
) [ anta) ) |
— Divers. 000
Calculer les intégrales suivantes.
1 e
* —21
a) / R A—. TR d) / 3z n() de .........
b €2 + 2% + 1 ) x
3 Z
b) / [ +1|de ..o e) / cos(2z)sin(z)dzx .......
2 0
2 Y
c) max(1,e*)dz ........... f) / |cos(z)sin(z)|dz ......
—1 _%
— Avec les nouvelles fonctions de référence. 00

2 |

6 9 2 e In10
2 1 V3 ) 147 1 .
§ 5 - 7 (§ T —% Positif
5 Ly ey w2 E
8 23 V3 2 e+1
[ J— J— 3 J—
o Lo 54 3 2(e®—1)

1 x —x
e’ t+e
——dz .

1 1

T ..
1 5 381 5 Négatif

0 78 0 0 0 e2—e3

Positif 18

Loy 1o

» [Réponses et corrigés page |108]
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Prérequis

Fiche de calcul n°13

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

011A

A la suite du cours de 1ére année.

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

Intégrales

Calcul 13.1

Calculer :

Primitives

~alcul 13.2

g) /01 In(1+t2)dt oo,

1
h) /tarctan(t) dt .o
0

. Loy
i) /0 71—|—tdt ..................
i / WITEAE oo

0

1
k) /0 VIFtin(l+t)dt ..........

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

¢) x+— arctan(x) ......
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
1 3
a) / (243t —4)e®dt ...l b) / elsin(t)dt ...l
0 0
— Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) a2 ... ¢) xr+——In(z) .........
b) =+ 2?sin(z) ....... d) z+— (zln(z))* ......

Réponses mélangées

R—R RY — R
1
9 . 31 5 2 2
x — —a” cos(x) + 2z sin(z) + 2 cos(x) — 2 T §1n x— §lnx+ o
R — R R —+ R
" ln(2)—2—|—g
z— zln®z —2rlnz 4 2z x — zsin(z) + cos(x)
3 R—R
4 ezt §—e2 2ln2—§
2 1 ) 2 4
x — zarctan(z) — §ln(1 + %)
(In(2))?22() — 21n(2) — 2@ 4 2 42 16v2 R} = R
(In(2))? 3 15 b, Ltz
x
2 R — R
R s
x = — (22 + 20 +2)e
4 8 4 R—-R 5 1 3
—V2In(2) — =V2+ = ——=cos(2) — =sin(2) + =
3 9 9 . 2 2 2
x = (—x+2)e

» |Réponses et corrigés page [112]
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Fiche de calcul n° 14

Changements de variable

Prérequis

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

012A

A la suite du cours de 1ére année.

Changements de variable

Calcul 14.1

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

o [ 11 Vi

3 1
b%m‘“

°) /074r cosl(t) di

s

d) /05 sin®(t) cos(t) dt

e) /0g sin®(t) cos®(t) dt

S|
f /7dt
) 1 t+\/1>f

Méme exercice.

T sin(t)
2) /0 3 + cos?(t) de

L |
b ——dt
) /0 2+ et
1
1
——dt
° / T+ 2

“In(t)
9 /C t+tln(t)

dt

avec t =sIn(0) ... ...
AVEC U = VE ottt
avec U =SIN(E) ..ot
AVEC U = SIN(E) v vttt e
avec U = SIN(E) . ..ot
AVEC U = VE ettt
AVEC U = COS(F)  + vttt e
AVEC U = €1 ettt
AVEC = tAN(U) « v vt
avec U =1In() ... i
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Changements de variable et intégrations par parties

calcul 14.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de I'intégrale.

4
a) /e‘/zdt AVEC U = VT ettt et
1

n(vi—1) )
b) /3 Tdt AVEC U = Vb ettt

Calculs de primitives par changement de variable

LY

Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
cos si

a) x E}O,z{»—> M avec u =tan(T) ...,

2 sin(x) cos?(x)
. 1

b) zeR] — —(—— avecu=+ver —1 ........ .. .. ...
et —1

C) I€R+'—)m avecu:\/g ...........................
1

d) z>1+— ——— avecu=+\/x2—1 .......... .. ...

xva? —1

Réponses mélangées

Ry = R Ry — R 1 <2e—|—1)
—In
3 2
z +— 2arctan(Ve® — 1) = 51n(x§+1) 3
™ 1 T 1 =«
s 1 3 its —2((V3-1)In(v3—1)—442V3
T
T 3 1.5 }0,5{ - R
3_\/§ 21n 5 511’15
z —  tan(x) + In(tan(z))
1 1,400 — R
In(v2+1) — 2¢?
12
x + arctanvx? —1

» [Réponses et corrigés page |115|
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Fiche de calcul n° 15 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis
Fonctions In et arctan.
Changements de variable affines dans les intégrales.

A la suite du cours de 1ére année.

Premier cas

L

Calculer les intégrales suivantes.

00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1 2

Deuxiéme cas

/
Dans ce deuxieme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type %.
4 u

alcul 15.3 0

Calculer les intégrales suivantes.

1
2 =
2t +1 2 t
a) / mdt ............ b) /1 ﬁdt ..............
1 3 + 3

Calcul 15.4 00

Soit a € R. Calculer les intégrales suivantes.

N 1
a)/ — 2 Qo b)/ %dt .............
1 2442 ﬁat 1
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Troisiéme cas

Calcul 15.5| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. L

a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ...

b) Trouver deux réels A et B tels que

1 A B
tout t € R\ {1,2 it =
pour tout t € R\ {1,2}, on ai ) i

4
2
c¢) Calculer / Al
) , (-D(E-2)

00

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

000

t2 —aq

Soit a € ]0,1[. Calculer /
0

Quatrieme cas

L U
Soit a € R*.

roodt
a) En effectuant le changement de variables ¢t = au dans l'intégrale / a2 déterminer une primitive de
0 a

Calcul 15.9 o

Calculer les intégrales suivantes.

! 1
a) / S db c) Calculer / S dt
o 241 L2 +2
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Synthese

Calcul 15.10) — Mise sous forme canonique. ]
Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).
1
2 2
a) z84+x+1 ..o ¢) V24 —z+vV2 ...,
) ) 7
b) 22 —3z4+1 ... d) ax’+ad’z+ad® ...
Jalcul 15.11 00
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
———dt ... dt ...
2) /0 112112 ¢) /0 1—t+12
1
O =
1 1 1
b ———dt ... d ————dt ...
) [11+t+t2 ) /0 6¢2 — 5t + 1
Synthese
— Mise sous forme canonique. o
Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (oi z € R).
a) i rdl c) 2x2+ix—|—\/§ .........
V2
b) 2%’2 — 3z + 1 o d) ax2 —+ a2x —+ a3 .............
Jalcul 15.13 00

Calculer les intégrales suivantes.
1
1
—dt
2) /O 142642

0 1
b S —,
) /_11+t+t2

Réponses mélangées

d) /4 L ¢
o 62 _Bit1

T 1 va—a 2 4 1 7
In(2 1 e P R ]
"2 55 e n(a+\/a) 33 "3 "3 n<3)
4 1 a+1 s 3 33 27 s
2In-  —1 1 1 L m(: T L
"3 o n( 2 ) net+l) oo “(2) "% 33 1
2 1\> 3 (e g 1) 4 /3
let2 — —— ) 42 A=-letB= 2(z+ 1 22
‘ 3v3 <x+2) i ’ ) = Vi
2 2
1 z 1)2 15 AT AT
arctan(a) V2(z+ 1) ~|—\/§16 2< 4) S 2 x 1 S
1.1 1 9 a2 3a® a\2  3a®
a's 2 Py a(erg) + alewg) +
1 3 o 1. (5 1 1. 3 =

» |Réponses et corrigés page |118]
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Prérequis

Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n°16

Systemes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

0014A

A la suite du cours de 1ére année.

Calcul 16.1 ()
Résoudre dans R2.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {3w+4y:13 ......... c) Sr42y—2
204y = 16 3z —4y=—V2
) T d) o e
T—y = 6z +2y=3V2
Calcul 16.2| — Systémes avec parameétre. L
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du parameétre a € R.
) 3r+2y=2 ) 3r+5y=a
2$+4y:a ............ C 2x—y—a2 ............
b) r—ay=3a+2 d) x4+ 2y =3a
ax+y:2a_3 ........ 2x+3y:5a_a2 ......
Systemes de 2 équations a 3 inconnues
Calcul 16.3 ()
Résoudre dans R3.
) r+2y+z=1 ) r—y+32=5/2
Swdy—2:=3 c Pt — =32
b) 3r—2y+2=26 d) S5cr+y+2z=-5/2
x4+2y—z=-2 " 2e —y+2z=-5/3
Systemes de 3 équations a 3 inconnues
Calcul 16.4 00
Résoudre dans R3.
r+2y—z=-3 z+3y+z=1
a) 2e—y+2=8 ... c) 20 —y+2z=-1 ......
Jr+y+2z=11 z+ 10y +2=0
a—b—c=-7 3z +2y+32=0
b) 3a+2b—c=3 ........ d) 20 —y+2z=—-1 ......
da+b+2c=4 drx+dy+4z=1
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On considere le systéme d’inconnues x,y, z € R et de parametre a € R :
r+y—z=1
r+2y+az=2
20 +ay + 2z = 3.

Résoudre ce systeme pour les valeurs de a proposées.

~alcul 16.6

d) aeR\{-2;3} .........

On considere le systéme d’inconnues z,y, z € R et de paramétres (a,c) € R? :

T—az=c
ar—y=c
ay—z=-c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

a) a=2,c=7T ............. c) aeR\{-1}
b) a=1lc=2 .............

On propose le systéme d’inconnues x,y, 2z € R et de parametre A € R :

dr+y+z=X\x
r+4y+ 2=y
T+y+4dz= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

) A=T e ) A= oo
D) A=3 oo
(a —2d2%,a + a?) {(1+2,—2,2);2z € R} %) {(1,4,3+2y);y € R}
((~1,4,2)} {(m,;—s—gx,_?f—;m);xem} ((2,-1.3)}
1%%)} (e, —c—y); (0,y) eR?} o {( 3 ) ze]R}
{(1’%4_2’(1—_19 o {(a?a;riz%’ a2agiz1 ,—aa3+_a1—|—1 >}
(5,3,-1)}  {(0,0,0)} {<1—3 +%a2,%a—%a2>} ((3,2,2); 2 € R}
(D) {E-3-3+32)=2} {(G3)]
{(1-4F+3)} ey (Ga-saier @oy (@)

» |Réponses et corrigés page [124|
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Prérequis

Forme algébrique et forme exponentielle.

Pour s’échauffer

Fiche de calcul n°17

Nombres complexes

015A

A la suite du cours de 1ére année.

Calcul 17.1| — Ecriture algébrique. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (24 61)(5410) .oooiiii.. e) (2-3)" ...
. 1
b) B3—1)(44+1) ccovviiiii.t. f) R
3—1i
2 —3i

c 4-30)% ey

) ( ) 8 s
d) (I1—-2i)(142i) ............. h) e'5 .
Calcul 17.2| — Forme exponentielle. L)
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ... e) =25
b) =8 f) 5—=51 o
¢) VB g) —545V3
d) =20 ... h) elf 4el®
Résolution de ’équation 2> = a avec a € C.
Calcul 17.3| — Equation dans C. 00
Résoudre sur C les équations suivantes. (on donnera les solutions sous forme algébrique)
a) zi=—1.................... ¢) =2 ...
b) 22 =2 .. d) 22 =3—4i .................
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Un calcul plus difficile

— Une simplification.

1+vV2+i

On pose 2 = —————.
P 1+v2 -1

a) Calculer |z|

b) Mettre z sous forme algébrique

Calculer 22021

c)

Réponses mélangées

1 1 2 1 V3 4 19 x

—= +i— 1—2i,—1+2i 10e 5 7-24 - -Y% =5 -5
7 +1\/§ { i, —1+2i} Oe™78 i 5 | 55 ~ 391 He™ %
8™ 13—i 44320 {—ii}  V/3elE ~1194+1200 {—V2,V2} 26
o T\ iz 31 1 1

14,1 2715 12 2 (-) i 2y oy |
{1+1i i} e 2 cos| 5 Je' 10—1—101 5 7 1\/§

» |Réponses et corrigés page [129]
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Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisation

Fiche de calcul n°18

016A

A la suite du cours de 1ére année.

Calcul 18.1 00
Linéariser :
a) cosP(T) i, d) cos(3x)sin®(2x) ...
b) cos(2x)sin(z) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
c¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin®(4x)sin(3z) ...
Arc moitié, arc moyen
Calcul 18.2 000
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re', avec r > 0) :
a) 1+4es ... e) —l—e€'s ...
b) 1+4+e€e's ... f) 1—efe ..............
= 14¢'s

_ir
c) e'e —1 ...l g) TGk
d) 1+ie's ..., h) (1+elﬁ)27 ..........
Calcul 18.3 o
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? . avec r > 0) :
a) €% 4t b) el% —elt L
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Délinéarisation

Calcul 18.4

Exprimer en fonction des puissances de cos(x) et de sin(x) :

Factorisation

“alcul 18.5

Factoriser :

a) cos(z) + cos(3z)

b) sin(5z) — sin(3z)

Factoriser :

a) sin(z) + sin(2x) 4 sin(3x)

b) cos(x) + cos(3z) + cos(5x) + cos(7x)

2m 4m
c) cos(x)+ cos x—l—? + cos x—i—?

Réponses mélangées

(8 ) . .
2sin(4x) cos(x) ;:ifl(?) 2 cos(2z) cos(x) - sm(89w) + 351%(593) - Smg’m) - 3s1;1(w)
2sin(z) sin(2x) 2 cos(4x) sin(x) 2s1n(%>ei111_27r 2cos<%)ei?_72r
cos(9z)  3cos(bz)  cos(3z)  3cos(x) . (1) _jlix (1) o

3 + 3 + 3 3 2sin 2 e 22 2 cos D €12
= 5 in
2 cos (1—) el 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) 2 cos %) o1 4 cos®(z) — 3 cos(x)
7 x 1 3 1
(—2 cos <£ )e_‘?_z 0 —=cos(6z) + 1 cos(4x) — 3 cos(2x) + 1
1 1 1 ™ im COS(l) 13im
——cos(4x) + = cos(2z) — — 227 cos27<—)eIZ 12 6721
(d2) + 5 cos(2e) = 12 sin(25)
1 —7in sin (32) sin(2x 3
——sin(11z) + 1 sin(bzx) + 3 sin(3x) 2 sin(%)e% % 1 cos(3z) + 1 cos(x)

» |Réponses et corrigés page [131]
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Fiche de calcul n°19 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

A la suite du cours de 1ére année.

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N** et m < n, on a

2
- (n—=m+1)(m+mn) N " n%(n+1)>2
o Z k= 5 o Zk = k| = — (Non par coeur)
k=m k=1 k=1
" n 1— qnferl )
.ZkQZn(n—i-l)G(Zn—Fl) . &= q 14 sig#1
k=1 k=m n—m+1 sinon.
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
Calcul 19.1 o
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn .......................... c) Bk4+n—1) ..o,
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) N Tk d) <3> ...................
k=2 k=2
Calcul 19.2 00
Méme exercice.
a) > k(k+1) .o dy Y oofsrh
k=1 k=0
b) Y (4k(E+2)) e) Y (Th+4k—n+2) ...........
k=0 k=1
n—1
1 2 n
c) ;23 ......................... ) S+t
Calcul 19.3| — Produits. o
Calculer les produits suivants, ou p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tels que p < q.
q n
a) H 2 c) H (5\/E X k) .......
k=p k=1
n 10
by T[3% .o ad I e
k=1 k=—10
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Avec des changements d’indice
Calcul 19.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Z(n—i—l—k) avec J=n+1—k. oo
k=1

—~/1 1
b - — j = T—Fk
) ,;(k n+1k) avec j =n +

c) Zk2k AVeC J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k— 2)% AVEC J =k — 2
k=3

Sommes et produits télescopiques

Calcul 19.5| — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n—+2 n k
a) > ((k+1° k) .......... c) T
k=2 k=1
n 1 n
n ) d Exkl oo
b) ;1 <1+k> ) 2 x

Calcul 19.6] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

o TEE o TI(1 1)

k=1 k=2

Lok +1 i 1
b) kl_IQk_S .................. d) H<1—1€2> ...............
=1

Sommes doubles

Calculer les sommes doubles suivantes.

a) > . ) > (i+4)?
1<i,j<n 1<i<j<n

i

b) - e) Y In(i)
1<i<j<n] 1<i,5<n

c) (i+7) ) Y max(i,j)
1<i<jsn 1<i,5<n
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Réponses mélangées
1 21
nt n(n2 ) n(n +1)(n? +n +4)

n2"tt 4 2(1-2")  207PH 5
n
n(5n + 1) 57 (nl) n(n+1)(4n — 1) n+1 T(n+1)(n+4)
2 ’ 6 2n 2
1 2
gm 1) n(n+4) §(3n—2 1) (n+2P -2 w
1 n(n +1)(Tn? 4 13n + 4) n(n+1)
- 0 n—1 0
(n+1)! (n+1) 12 2
1— (%)™ 2(n+ 1 1
n+1 —n(n4+ 3) n(n + 2) 5t (35) n (n2+ ) n(n;— ) In(n!)
—2)(n — 1 2 1)? n(n
(n—2)(n—17) 1 n*(n+1) g In(n + 1) 1—4n?
6 n 4
» |Réponses et corrigés page [134|
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Prérequis

Fiche de calcul n°20

Coefficients binomiaux

Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bin6me de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

018A

A la suite du cours de 1ére année.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

— Pour s’échauffer.

Donner la valeur des expressions suivantes :

4 Lo
o
10!

b) i

1

Tl

Calcul 20.2| — Pour s’échauffer — bis.

Ecrire les expressions suivantes a 'aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a 1’aide de

puissances.

a) 6x7x8x9

b) 2x3x4

Calcul 20.3| — Avec des parameétres.

6xXT7Tx8x%9

d) 3x5x---x(2n+1) ...

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.

Calcul 20.4] — Avec la notation produit.

Soient n et p deux entiers vérifiant : 1 < p < n,

Reconnaitre des coefficients binomiaux :

10
20—k
a) H PR
k=1
5
10—k
b) || — ...
) 15—

k=0

¢)

o

~
Il
-

E
Il
-

5+k b n—k
T ...... e) H? ..

Y

n—k+2 piln—p—i—k
S [ iy

F =55

0o
|
a 0EDE
n!
) 1 n
) T
¢ (n+1)! nl
) W_ﬁ ..........
o
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Autour du bindome de Newton

©
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.
= k(T - on—k [T
S <k> ............. SIDIE (k> ..........
k=0 k=0
- k41T - k+2 (T 2n—k+1
b Y (1) (k) ........ DL (k> « 320
k=0 k=0
0o
Calculer a 'aide de la formule du binéme de Newton.
a) 11° oo b) 1,01% ...
00
En utilisant la fonction « — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer
" /n " /n 9
0 3 (k) ................ D <k>><k ...........
k=0 k=0
2 n - n 1
b)Z()xk ............ d)Z()x— .......
= \k — \k) k+1
00

n

En utilisant la formule <n>
p p

n—1
p—1

), calculer les sommes suivantes :

a) ];J(Z)xk ............ c) kZZg(Z)ku ...........
b) ;(Z)xk(k—l) ..... d) g%(:)xk—il .......

Réponses mélangées

1 ont+l 1
— 1,030301 — n2n—t - ) o 12 x 15"
(n+1)! n+1 4
(277’ + 1)' 9' n | n—1 n—2
( 271)(>< ~ | = 10 100 0 2" X nl n2 n(n+1)2 ( |
n(n—1)(n —2 n n—1 19 n(n—1
5 15 (n+2)(n+1) 6 n2 (10) 5
n! x (n —3) E+1 ontl ] 10
161051 140 56
22n+2 n—=k n+1 6
-1 1 1
(” ) ("+ ) 3" ( 0) 720 ( " > n(n +1)2"=2
p p 5 p+1

» [Réponses et corrigés page |139
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Fiche de calcul n°21

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Valeur absolue. Racine carrée. In
Dérivation, équations du second degré.

019A

Apres le cours de 1ére année.

Résolution d’équations

— Valeur absolue.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

Calcul 21.2| — Racine carrée.

Résoudre les inéquations suivantes, d’inconnue x € R.

a) Ve+l=2 .......... b) Vr+vVr+1=2 ....

Calcul 21.3|] — Fonctions z — a”.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € R.

a) 3%=— ... c) 2°=3x4% ..........

b) 4°=2x2% .......... d) 10** =4x5°x9% ...

Calcul 21.4] — Fonctions = — a” (plus difficile).

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

D) 167 — 3 X A% £ 2 =0 .o
€) 2K 9% = B — B =0 o

I e A B | AP
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Résolution d’inéquations

alcul 21.5| — Valeur absolue.

Résoudre les inéquations suivantes, d’inconnue z € R.

Dérivation

— Quelques calculs de dérivées.

Dériver les fonctions suivantes.

1
xr — arctan <—)
x

1
x — arctan(x) + arctan<—>
x

1
f) a+— zarctan(z) — 5

Réponses mélangées

n(45) AR n(5=)
e 1 x—In(2) x 27 + 2z {0;5} ") x—0 )
G Gy ey ) e TR e e e
x> 1-1-;:02 {3} {%} x +— arctan(x) ig; 12,4] 1-— Egi

» |Réponses et corrigés page [142]
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Prérequis

Fiche de calcul n°22

Suites numériques

Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

— Suite explicite.

Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,

Jalcul 22.2| — Suite récurrente.

277;-3 % 2n+2

020A

A la suite du cours de 1ére année.

. Calculer :
e T T
d) USpy vvvee sttt e e e e

On définit la suite (up)nen par ug = 1 et Vn € N, u,11 = 2u, + 3. Calculer :

Q) WD e e

Jalcul 22.3| — Suite récurrente.

1
On définit la suite (wp)nen par wo =2 et Vo € N, w11 = §wi Calculer :

b) son centiéme terme ...............

Suites arithmétiques et géométriques

— Suite arithmétique.

La suite (ay)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

— Suite arithmétique.

2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1g1 = = et bigg = 1 Calculer :

3
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— Suite géométrique. 00

1
La suite (gn)nen est la suite géométrique de premier terme gy = 3 et de raison 3 Calculer :

a) Son dixiéme terme est @ ........... C)  G10 v e
b) cro=go+g1+..-+Ggg -eeiii... d) oii=go+gi+...+g10 «ooeren...
— Suite géométrique. O
) 11
La suite (hy)nen est une suite géométrique de raison ¢ vérifiant que hyy = % et hiz = 2—; Calculer :
a) h12 ............................... b) [ T
Suites récurrentes sur deux rangs
0o
Soit la suite (uy,)nen définie par que ug =2, u3 =1 et Vn € N, wyy0 = upq1 + 6u,. Caleuler :
B)  Upy e D) U5 e
0o
Soit la suite (vy,)nen définie par que vo = 0, v1 = V2 et Vn € N, vp42 = 20541 + vy,. Calculer :
T D) Vo
calcul 22.10| — Suite de Fermat. 000
Soit la suite (F),)n>0 définie par Vn € N, F,, = 22" 4 1. Calculer :
a) Fs oo d) FuX(Frn—=2) cooiiiiiiiiiiiin
D) Fh e) F2
¢) (For =141 oo, f) F2.,—2(F,—1)% ...,

Réponses mélangées

1 +v2)" — (1 —V2)" 3069 oyl 11v5
2V/2 21 Fri1+2 —=
2 512 V2 w1t 25
1 3
13 F, 65 537 10 300+02 o =5 Fop1 -2 2 _2;1
3(2n41) - 23" 2n +5) - 2"
8  Fuo (2n + 5) 20 2001 %
17 6141 /5 3 12 " N

» |Réponses et corrigés page [144|
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Fiche de calcul n°23 034A
Inégalités
Prérequis

Manipulations d’inégalités. Cours sur l'intégration. Suites numériques.

Deés le début de 1ére année.

Pour répondre vrai, donner une démonstration.
Pour répondre faux, montrer que c’est absurde ou donner un contre-exemple.

Pour s’échauffer

o
Vrai-Faux : Soient deux réels a et btelsque: 1 <a <2 et —5<b< -3
-2 a -1
—4 b<—1 .o < o<
a) <a+b< e) 3T <3<
va—1 1
b) 6<a-— b <D f) T < % .....................
¢) —19<3b—2a<—11 ............. g) a®<a o
d) =b<ab<—6 ..., h) VneN, (=5)" <b" < (=3)" ......
L
Vrai-Faux : Soient deux réels a et b
1
a) —ab< §(a2+62) ................. ¢) la|<1+a® .o,
1,5 5 1
b) E(a +b0°)<ab oo d) a(l—a)gi ......................
o
Vrai-Faux : Soit « un réel
a) sin(z) < (sin(z))? ...l c) (sin(z))” < |sin(z)| .o.oviininn.n.
b) (sin(x))? <sin(x) «oovrrrriiininn. d) 1—cos(2z) <2|sin(x)] ....ccovntn..

Pour comparer des intégrales

00
2 (Inz)"

Vrai-Faux : On note (u,) la suite définie par u,, = / dz.
1 14z

Soient x un réel tel que 1 < z < 2 et n un entier naturel.

(In(z))" (In(z))" _ (In(x))"*
0 ——— < (In(2))™" ..ot b) 0< <—— .
a) T S (n(2) ) T T
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o (In(@)"* _ (In())"

¢) 0< + 2 < Trz e) La suite (uy), est décroissante. ...
1 (In(x)™ 1 . .
d) =< ——2— < — f) La suite (u est bornée. .........
) 3 l+z 2 ) ()
g) La suite (uy,), converge vers 0. ....
0

')

Vrai-Faux : On note (u,) la suite définie par u,, = /
1/2 1+x

1
Soient x un réel tel que 5 < 2 <1 et n un entier naturel.
(In(z))" (In(z))**' _ (In(z))"
In(1/2)" < ——%— ... 0< < ——
a) (In(1/2)) 1+a °) 1+a T+a

(In(z))" _ (In(z))"*!

b) 0< <
) 1+ 1+

........ d) La suite (uy), est monotone. ......

e) La suite (uy)y, converge vers 0. ....

Pour comparer des sommes

o
2n

. P 1

Vrai-Faux : On note (T},)n>1 la suite définie par T, = Z Z
k=n-+1

Soit n € N*.
a) 0SS T <N ovovviiiiniiiiiiia, Q) Tp STug1 oo

1 .
b) 3 <T, <1 oo e) La suite (Ty,), converge. ..........
C) Tn+1 < Tn ........................

00
1
Vrai-Faux : On définit la suite (u,)n>1 par u, = —2v/n + Zﬁ
k=1

Soient n et k deux entiers naturels non nuls.

A) Uptl KUy oeeeenenneeneanenes c) Vk+ —ﬁgﬁgﬁ—«k—l
b) Up KUpgr oovvii d) La suite (uy,), est bornée. .........
Réponses mélangées
Faux Faux Vrai Vrai Vrai Faux Faux Vrai Vrai

Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Vrai
Vrai Faux Faux Vrai Faux Vrai Vrai Faux Faux

Faux Vrai Vrai Faux Faux Vrai Faux Vrai Faux

» [Réponses et corrigés page |146|
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Fiche de calcul n°24 035A

Polynémes

Prérequis
Equations du second degré. Opérations sur les polynomes.
Racines d’un polynome.

A la suite du cours de 2ieme année.

Factorisation de polynémes de degré 2

— Racines réelles uniquement. o
Factoriser les polynomes suivants :

a) P=-X?2-5X ...... ¢c) P=3X24+3X-6 ...

b) P=2X?-2......... d) P=2X?-4X -2 ...

Calcul 24.2| — Racines réelles et complexes. 00
Factoriser les polynémes suivants :

a) P=X?-2X+2. ¢) P=iX*4+2iX+2i

b) P=3X?-6X+15 d) P=X>+(i—-1)X—i

Factorisation de polynémes de degré supérieur

Calcul 24.3| — Racines réelles uniquement. 00

Factoriser, en utilisant uniquement des racines réelles, les polyndmes suivants (on pourra en chercher une racine
évidente) :

a) P=X3-25X ....... d) P=3X3+3X%+6X+6
b) P=X?-2X2-5X+6 e) P=X*"-5X%4+4 ..
c) P=3X*+3X2-6X-6 fy P=X*—1.........
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— Racines complexes. 0

Factoriser, en utilisant des racines complexes, les polynémes suivants (on pourra en chercher une racine évi-
dente) :

a) P =3X3 4 3X2 06X 46 oo

b) P=X34(i—1)X24+ (2= )X =2 it

— Compléments. 00

Factoriser, en utilisant ’indication, les polynémes suivants :

a) P=X?4+5X?+ X 45 apres avoir vérifié que i est racinede P ............

b) P =2X%—-5X?+6X — 2 aprés avoir vérifié que 1+ 4 est racine de P ......

¢) P=X3—-2X?_-15X + 36 aprés avoir vérifié que 3 est racine multiple de P

1
d) P=4X 3 _12X2%—15X —4 aprés avoir vérifié que —3 est racine multiple de P

Réponses mélangées

—X(X + 5)2 (X =) (X +4)(X +5) 3(X —1)(X +2) 3(X +1)(X2+2)

1
X+ (=1 (X -DE DX =X +2) X+ 14X +1-0)

1

(X -DEX+2)(X -3) (X -DE )X +20) 20X —1-D)X ~1+i)[ X~

20X -1 -V2)(X —1+V2)  2(X-1)(X+1) (X —1)(X +1) (X —1+i)(X —1—14)
(X —3)%(X +4) 3(X + 1)(X + V2i)(X — V2i) (X - D)X +1)(X2+1)

X(X-5)(X+5)  3X+DX-V2(X+Vv2)  3(X—1+2i)(X—1-2i)

» [Réponses et corrigés page |149
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Prérequis

Fiche de calcul n°25 021A

Développements limités

11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles.

Développements limités

A la suite du cours de 1ére année.

Calcul 25.1] — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre3: f(z)=sin(z)+2In(1+z) .......oooonnn...

In(1+ x)

b) A lordre 2 :
1+

¢) Alordre4: sin(z)(cos(z) —1)

d) Alordre4: e”sin(z)

Calcul 25.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie

par I’expression suivante :

a) Alordre2,en0: f(z)=(1+ :E)%

b) A Tordre 4, en 0 : cos(x)

¢) Alordre3,en0: ¢°
d) Alordre 2, en 1 :

Calculs de limites

Calculer les limites suivantes :

a) EnoO:

sin(z) — x cos(x)

b) Enl: = @)

1
c) En0O: (e+26> ”

00
1 1
d) E D
) En0 x  In(z+1)
1—z+1In(z)
el Enl: ————+-2 ... ..
) 1—+2x — 22
1 1
f) EnoO: - ...
) En0 sin(z) tan(x)
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Equivalents

Déterminer un équivalent au voisinage indiqué, de la fonction de la variable réelle x définie par I’expression

suivante :

a) EnoO: ﬁ - %

b) En 4o0: Sl;l(—_il_/lm)

¢) En+4oo: zln(z+1)—(z+1)n(zx)

Réponses mélangées

er llex? 2 3, 9 1.
6_73—'_ 24 +x9>0(x) T +x—)0(m) ¢ e 0
2, T oo 1 L L2
T+ 5+ o () 5 5 In(z) 3 3
3:c—x2+$—3+ o (z%) ell+az+a?— 2%+ o (2%) _x_3+ o (z%)
2 z—0 z—0 2 z—0
1 1 1
_ D12 12 2 _ 12 L 4 4
l—z+4+-(z—-1) + 0 ((z—1)%) 1 . e G —l—xgo(a:)

» |Réponses et corrigés page [152]
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Calcul matriciel

Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul 26.1] — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
0 2 1], B=(1 7 -2),
3 -1 2

025A

A la suite du cours de 1ére année.

1
1 -1 0 2 1
11 1)’ b= (1 2)’ E=]2
-1
Calculer les produits matriciels suivants.
a) A% ... d) ExB g) D?
b) A3 e) AxFE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'xB
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— Calcul de puissances. 00

On note
1 ...
a=(o 1) =0 5) o=() ww) 2= w1

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A? e) B® i) c*
b) A3 f) BF j) D?
c) A* g) C? k) D?
d) B? h) C? 1) D*
— Calculs avec des sommes. 0000

Soit n € N*. On note A = (ai;)1<i,j<n, €6 B = (bij)1<i,j<n les matrices de termes généraux suivants :

i—1 o
ij = s b, = 2'377°
o <j—1> §=23

Donner le coefficient d’indice (4, j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .
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Inversion de matrices

Calcul 26.4] — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=lo 2 1],
2 2 i —1i 3

-1 2
™ T 21 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o), E=1(2 1 =3, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 1 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

b) B e) E .. h) H
c) C f) F iy J
64
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— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

On note A et u deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[Ax 1 rx-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a CNS pour A ¢) CNS pour B
inversible N inversible
b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
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Réponses mélangées

n n
cos(30) —sin(30)
A#£1 (n) Non inversible!
sin(36)  cos(36)
n n
| 3 -2 2 2 -2 -6 -5 n? n?
1 1
|22 +2 A —2x-1 sl v -1 2 5 -1 11 (n?)
A—=1 0  1-X 4 2 —4 18 —26 -1 n? n?
4 -2 2 0 0 -1 0 -1
o 1|8 -6 4 2 1 3 1l1 1 0 o0
2iH1gi—i(om — 1) 5 A#1 5
-7 5 -3 -1 0 1 -1 0 -1 0
-5 3 -1 -1 0o 0 1 -1
0 4 0 8 4 =2 17 =2
1 8 19
w0 -2 -2 zl-16 -6 7 2 14 —4
0 27
2 -1 1 0 -2 1 -1 -7 2
—1 17 =2
ok gk _ ok 4 5 5 3 -1 1
3 7049 —14
0 3k 0 9 4 3 1 2
-1 -2 —14 4
5 2 -1
1 vz cos(k@) —sin(k0)
53 2 -1 (_5 15 3) 21_9<Z, 1) Pour tout k € N,
J sin(kf)  cos(k)
-6 -2 2
1 2 1 2 —e
nF=1D 17 (matrice 1 x 1) 5 ]
0 1 TT9\ 2 &
“1=A+A 1-X 2-)
L 1 0 1 oxgitif1- (2 ' 2x 37" x5t
1-X B 3
1— )\ A—1 A—-1
1 -3 -1
cos(26) —sin(20) 1 k 5 4 11 —1-2i
3 3 3 4
sin(20)  cos(20) 0 1 4 5 1 —1+i
9 -7 3

» [Réponses et corrigés page |155]
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Fiche de calcul n°27 0027A

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles a coefficients constants.

A la suite du cours de 1ére année.

Equations d’ordre 1 A coefficients constants

Calcul 27.1 ')

Déterminer les solutions des problémes différentiels suivants :

a) ¥ =12y et Y(0) =56 .ottt

b) ¥ '=y+1 et y(0) =5 it

c) ¥ =3y+5 et Y(0) =1 coii

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 i

Calcul 27.2 00

Déterminer les solutions des problémes différentiels suivants :

a) BY ==y et Y1) =@ i

d) y=my+2e et y(m) =12 oo

Equations d’ordre 2, homogeénes, a coefficients constants

Calcul 27.3] — Une équation avec plusieurs conditions initiales. o

Déterminer les solutions des problémes différentiels suivants :

a) y” — 3y/ +2y=0 et y(O) =1 et y/(O) =

b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et HyO0)=1 ...ccoeiiiiiiiiiii...

c) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et ¢y (0)=3 .coeriiiiiiiiiiiiii.
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salcul 27.4] — Racines doubles, racines simples.

Déterminer les solutions des problemes différentiels suivants :

a) y” -y = 0 et y(o) =1 et y,(o) =L

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoeiiiiiiiii.

C) y/’+y’_2y:0 et y(O):]_ et y/(O):Z ..........................

d) y”—2y/+y=0 et y(O):Q et y/(O)z]_ ..........................

e) y// —+ 4y/ + 4y =2 et y(O) =2 et y/(O) =

f) ' +4y +4y=0 et y(1)=1 et y'(1)==3 ...,

Calcul 27.5] — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problemes différentiels suivants :

a) v +y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ...

b) v +4y=—-4 et y(0)=1 et ¥ 0)=1 ..ccoiiiiiiiiiiiiiin..

) vV+y +y=0 et y(0)=1 et (0)=—1 ...ccoviiiiiiiiiiiiiii.

d) v +2y +2y=0 et y0)=0 et y(O0)=1 ...ccoviiiiiiiiiiiii..

Avec des parametres

Déterminer l'expression de la solution y(t) des probleémes différentiels suivants en fonction des différentes

constantes.

a) 7y (t)+y(t)=0 et y(to) =yo en fonction des constantes to, yo et T # 0.

Réponses mélangées

6 6
T 6e” —1 T > 2027 — e” x|—><—+7r>e‘/5x—— s (2 —x)e?
7 7 (2—x)
4 1 2 2
T —et — —e v (124 2 )ema—r _ 22 x +— e “sin(z)
3 3 T T
Yyt yocos(w(t — to)) T Te ™ — be 27 x> 1 — 27 20/T+2
e 8 3r 5
y:t»—)yoe_tér1 x — e z > e(6-2)/5 x»—)eT x+— e’ T e’

2_%

— =

Tre 5
3 1 T 2x 12z

— 4:0—}-2 5 x— (2—1x)e x> 9" —6 x +— 5be

—a)2 3z 1 \/§x>
cOS ——

1
x +— 2cos(2x) + 5 sin(2z) — 1 x + cos(z) + 2sin(x)

» [Réponses et corrigés page |159
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Fiche de calcul n°28 037A

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Apres le cours de premiére année.

00

Résoudre les équations différentielles suivantes sur I avec la condition initiale indiquée.

a) SurI=R, ¢y (#)+ty(t)=0 et y(0) =1 .0ooiiiiiiii i,

b) Sur I =R, ¢/(t)+ty(t) =t et y(0) =1 .cooriirii e

c) SurI=R, y/(t)+tylt)=1t> et y(0)=1 ...,

00

Résoudre les équations différentielles suivantes sur I avec les conditions initiales indiquées.

a) SuwrlI=R, y({#)+yt)=e" et y(0) =1 .ccoiiiiiiiiiii s

b) SurI=R, 3/(t)—yt)=¢e" et y(0) =1 ..cooeiiiii i

c) Swl=R, y"t)+yt)=¢e" , y(0)=1 et ¥ (0)=1 ..cceviiiiiiiiiiinnnnnn..

d) SwlI=R, y'#)—yt)=¢c" , y(0)=1¢et ¥y (0)=1 .coceiiiiiiiiiiiiiiin.,

00

Résoudre les équations différentielles suivantes sur I avec les conditions initiales indiquées.

a) SwrI =R, y(z)=z+2zy(r) et y0)=1. . coviiiiiiiiiiiiiiii ...

b) Sur I =R, ¢"(t)+2/¢#)+yt)=t , y(1)=0 et ¢y (1) =0 ...cocceiiiii....

¢) Sur I =]0;4o00], z3/(x)—z?y(x)=1 et y(1)=0. ..o,

d) Sur I =0,1], zhn(z)y(z)—y@)=In(x) et y(1/2)=0. ..cccovviiiiiiiii..
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— Un second membre polynomial. 00

Déterminer une solution polynomiale des équations différentielles suivantes.

A) Y Y I .
b) 2y 4y =322 420 F L.
O I T T e v S
d) Ay 43y 4 2y = T A 2T,
e) Y By = R
£) g 3y =58 = B 5.

Réponses mélangées

1 2
x+— 3% — 10z + 21 t— (t+ 1)e* xr—>§x2—§x—§ t—t? —2+3e" 7
1 2 1 1 1 1
x— §m2—§ t— §(et+e_t) t—1 T —5T— o x!—)ln(m)-ln(—ﬁiii)
1 17 1 1
x»—>—§x2+x—? t—st—24e! T 3T =g tn—>1(2t—|—3)et—|—ze_t
t—> 1(et—i—cos(t) + sin(t)) T — §ef‘”2 21 T — 3:134 - §x3+ ixQ—i— ﬁx f— e 7
2 2 2 12 9 18 27

» [Réponses et corrigés page |163]
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Fiche de calcul n°29 032A

Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)

A la suite du cours de 1ére année.

Les fondamentaux

Calcul 29.1)| — Ensembles de définition. )

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (z,y) —In(@)+Vy ..o

VY

x2_|_y2

b) (z,y) —

¢) (z,y) — V16 — 22 —¢2In (2 + 5> —16).............

Calcul 29.2| — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(my)— 2+ by T o

b) f:(z,y)—sin(2zy —y) o

c) fi(z,y)r—arctan(2c4+y) oot

000

Méme exercice.

a) fi(zy)—cos(T—Y) et

si (z,y) # (0,0)

0 sinon
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Composition de fonctions

Calcul 29.4 00
On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w’'(¢) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.
a) f(zx,y) =42 +3y* avec {u T
v = COS
u(t) = e*
b) f(z,y) =22 —y? avec e
v(t) =e
9 9 u(t) = 3sin(2t)
c ,Y) =a” — 3xy + 2 avec ¢ . T L.
) Jzy) == sy v {U(t) = 4 cos(2t)
Calcul 29.5| — Changements de variables. 00
Soient f € C*(R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.
a) ¢:(u,v)— <u42rv7 v2cu) .....
b) ¢:(r,0)— (rcosf,rsinf) .......
Calcul 29.6| — Points critiques. 00

Déterminer les points critiques de la fonction f.

a) flzy)=2"+y*+ay+1
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Réponses mélangées

of 2 of 1 )
2L = = et - 72 cos(4t) — 46 sin(4
@ o (x,v) % @102 et By (z,y) T 01 9)° 72 cos(4t) — 46 sin(4t)
(0,0) et (=1, —1). sin(2t)  (0,1) et (0,e7%).  {(z,y) €R% y = 0}\{(0,0)}
2/(,2 2 3
vy -2 22°y .
g(x )= @2 1 59)° si (z,y) # (0,0) o g(x )= @2+ y0)? si (z,y) # (0,0)
Oz’ Ay’
0 sinon 0 sinon
O(f o ¢) _ o a0f . L Of :
o (r,0) = cos@ax (rcos@,rsinf) + smc9(9 (rcos@,rsinf)
?(m,y) = cos(e™) — zysin(e™) Y et 8—(m,y) = —2?sin(e™) ™
x
2ett o2 of . Of
— (0,0) o ——(z,y) =ya¥ " et a—y(m ,y) =2YInz
O(f o ¥)

50 (r,0) = —rsineg—i(rcose,ra )—I—TCOSO%(TCOSO rsin6) 10, +o00]

dy
0.0, (1) et (-L-1. F (o) = —sinte ) et G () = sinte )

A(fop) 10f fu+v v—u 10f fu+v v—u
v (u,v) = 58_ 2 7 2 +2_08_y 2 7 2
(

(0,3)

x [0, +o0[

y) =2z +y et ?(Ly)=5y4+fc

( y) = (22 — 1) cos(2zy — y)
A(fop) _16f<u+v v— )_ 16f<u—|—v v—u)
TR Y 2e0y\ 2 " 2

» [Réponses et corrigés page |166|

of

D ——(z,y) =2y cos(2:cy y) et — 8f
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Fiche de calcul n°30

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes)

028A

A la suite du cours de 2iéme année.

Séries géométriques, exponentielles

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant

calculer sa somme.

Calcul 30.1] — Séries géométriques. L)
k
1
a ok . ¢ — ]
> ) 2(5)
>0 £20
1 1
b) SYIRRERREEIREERPTERPRES d) FrIRRRRRRRRRTEPRRRERPES
k>0 k=10
Calcul 30.2| — Séries exponentielles. )
1 1
a) T IRRERRRRREERREERTERTEEE c) Z SR Rl
k>0 E>0
2k (_1)k
b) Y — d) Y ———
) Z ! ) Z (k+1)!
k22 k=0
Séries télescopiques
Calcul 30.3 00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

1
) D T
= k*+k
1 a b
On pourra chercher a et b tels que pour tout k, ——— = — + —— .. .. .. i

k24+k k k+1

1
D) D mwmran
k>1k‘ + 3k2 + 2k
1 a b c

Wk +2k k ka1 k2 T

On pourra chercher a, b et c tels que pour tout k,
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Séries géométriques - Séries géométriques dérivées

0
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
1 k
a) YT IRARRRRRRREEERY c) Z k2% o
k>2 k>1
1
—(k=1)
b) Y ek d) >k ST e
k>1 k>0
00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

) S heE ¢) Zk(k—1)2k—1_2 .....

k>1 k>1
1 ke
b) Z(3k+1)3—k ....... Q) S k(k—1)e®
k>1 k>2
00

Justifier que les séries suivantes convergent puis calculer leur somme.

a) Y k(=27 . o) Y (k+2)e ...

k>0 k>0

Réponses mélangées

1 2e? 1 .
e 1 2 C-1)? 55 30 2 4 In(2) divergente
2 e? o1 1 5 1 divergente 1
= — ivergen
2-2 2 4 s
e 16 e?(2e? — 1) 2¢3 . 23 2 1
e—1 (e2 —1)2 (e—1) 9 12

» [Réponses et corrigés page |168|
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Fiche de calcul n°31

Algebre linéaire

Prérequis

Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.

Vecteurs

Calcul 31.1

0026A

A la suite du cours de 1ére année.

Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) u=(1,1), B=((0,1),(-1,2)). ...........
b) uw=(1,1), B=((-1,2),(0,1)). ...........
¢) u=(3,4),B=((1,2),(12,13)). ..........

d) uw=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ...,

e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1), (-1

Calculs de rangs

— Sans calcul.

Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 4 1 4
2 8 2 8
D) |5 g 5 g | e
5 20 5 20
1 2 3 4
o) |2 46 8| ..
3.6 9 12

Calcul 31.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1

a) [—4 —3 —1| ...
-4 -2 =2
cosf) —sinf

b (S )

4
,=1,3))
L
1 2 3
d) [4 5 9] oo
6 7 13
1 2
e) 3 4.
4 6
1 1
f) : EMRR) oo
1 1
4
1 2 1
c) [0 2 4] .o
11 2
1 -1 2
2 1 -1
d) 4 9 1 _p| e
1 4 2
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Matrices et Applications linéaires

Calcul 31.4] — Matrices d’endomorphismes. ]

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). ..ccoveiiiiii

o) fi(my) = Ret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «ooeiii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ......ccoo....

Calcul 31.5| — Matrices d’applications linéaires. )

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) f:(zy)— (x+y,z—2y), B=((1,1),(1,0), B = ((2,0),(0,1)). ...ccooeiiiii...

b) fi(z,y,2)— (@+y+z0—y), B=((0,1,3),(4,56),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Fiche n° 31. Algebre linéaire e



Réponses mélangées

~1)

(-1,1/2,1/2)

(9/11,2/11)

(3,

1

2
1 0 1
3 -1 1
0 1 1
12 1
\2 2

(-2,4/5,11/5) 1

» |Réponses et corrigés page [171]
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Fiche de calcul n° 32 0033A

Réduction

Prérequis
Valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation. Théoréme du rang.

A la suite du cours de 2iéme année.

Vecteurs propres

Calcul 32.1 00

Déterminer si U est un vecteur propre de la matrice A et si oui donner la valeur propre associée.

a) U:(_12> et A:G 1‘) ............................
b) U:<_11> ot A:<12 3) ..........................

1 1 4 1

d) U=|(-2] e A=(1 1 0| ..o
0 2 4 1
-3 11 1

e) U=|-1| e A=[1 1 1) ....................
4 2 -2 1

Dimension des sous-espaces propres

Calcul 32.2 00
Dire si A est une valeur propre de A et si oui déterminer la dimension du sous-espace propre E(A).
1 1 1
a) A=2 et A=[0 2 0] .oeiiiiiiiii
0 0 2
1 0 1
b) A=2 et A=[0 2 1| .o
0 0 2
1 1 1
c) A=0 e A=[2 2 2| ...
2 3 5
1 1 1
d) A=0 et A= (1 2 2| .o
1 2 4
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Valeurs propres

salcul 32.3 00
Déterminer les valeurs propres de la matrice et préciser si la matrice est diagonalisable.
1 0 0
a) A=[0 =1 0 .o
0 0 3
1 00
b) A=[0 1 0] oot
0 0 3
11 0 1
01 1 1
c) A= 0 0 3 1|
00 0 2

¢) A:<_34 _11) ...........................................

0000

Méme question

7 -5 2
a) A= (1 1 2|
3 -3 4
4 2 -2
b) A= (-8 =3 6 |. ...
-5 -2 5
11 4 —4
o) A= (-2 5 2|
4 4 3
3 -2 3
d) A= (1 0 2|
0 0 2

Réponses mélangées

1,2 non non non 1,3 oui —1,5 oui oui 0 1 non oui 3

2,4,6 oui oui V2 7.5 oui et dim(Ey(A4)) =1 1,3,2 oui 1,2,3 non

oui et dim(E)(A4)) =2 1,—-1,3 oui oui et dim(E)(A4)) =1 non

» [Réponses et corrigés page |174]
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Réponses et corrigés

Réponses et corrigés

81






Réponses
4 9 3
I.la)...ooooiiiiiit. = 14b)...oooii — 1.7¢C) e =
a) ) o c) n
5 27 3
1.1 b) ...................... 1.4 C) ...................... % 1.8 n-+n
11Q) e ntl
13 5
1.1d) .o 2x 332 Ldd). Sl 19a) 4+
1 1
1.2 a) ....................... - 1.4 e) . — 1
6 ) 30 1.9Db) ... ]
1.20) . — 1.4 f) g 5
15| T e 10 1.9¢) i, 3+
Tz —2
1.2c¢). .o
) ] 1.5 o 16 110 e
1 35
1.2d) .o - 1.11 3.9
1.68) .o 2 022 a) . >3
1.3a) . i, 247 E 210
1.6b)...coi =
1 3 b) 203 2 1.11 b) ............... ﬁ > E
LR O I I I T I ﬂ
1.6C) i . 125 105
710 . Cloviiiiin. —_— = —
1.3¢) oo : 1.6d) ..o 25 21
1.7 a) -1 1.12 ... Non
1.3d) e 1 000 B n(n+1)2
LI3
1
R 2 [ ab
1.7b) .o -
> ) a—1>
Corrigés
32 8x4 4
Lla)  ©5=8x5° 5
| 3 3. .3 1 3 5
1.1 b) 8><E=(2><4)><—2=2 x 4 ><4—2_2 4=2
2771 x 42 (37l x (29?2 3t
Lo Soa 3ixo1 3 O
(=23 (22) x (=2)PF x 3% x 3Tt (=2) x 4P x 3% x3F sk
Lid)  Ona: —pmgmm = 45 x 3% x 3 - 1 x 32 =203
. . . 02 1 _2x3 1x4 6 4 _6-4_2 1
1.2 a) On met au méme dénominateur : 1 3 1Ix3 3x4°"12 12- 12 “12°%
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2_02_2_3_2><10_ 2x3 20 6 _20-6 14 7x2 7T
3773 10 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
36 15 36 15 5 36x15x5 12x3x5x3x5 3x3 9
— X —XHh=— X — X — = = = = - =09,
25 12 25 12 1 25x12x1 5x5x12x1 1 1
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S22 5y 5_ 2x5 2%x5 1
5 " 577 15 6" 1576 15x6 3x5x2x3 9’

1+1+1)_2><3><5><7 2x3><5><7+2><3><5><7+2><3><5><7
3 5 7 2 3 5 7
=3XOXTH+2XE5XTH+2X3IXT+2x3x5=105+70+42+4 30 = 247.

15 5 5
ST FEAEEE I P
“\15 5 8 \15 15 8 15 78 378 24

(Bo_2 @y, 2 _ (16 % 3,7
15 5 10 24 8

510 % 73 — 255 x 492 510 5 73 — 510 x 74 500 x 731 —-7) 5x(=6) —10

(125 x 7)3 4+ 59 x 143 ~ 59 x T3 459 x 73 x 23~ 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x1979+1980x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 + 21+ 1 958

1980 x1979—1978 x 1979 1979 x (1 980 — 1 978)
1979 %x(19784+21)4+1979 1979 x (19784+21+1) 1979 x 2 000
- 1979 x 2 - 1979 x 2 1979 %2
=1 000.
1.5 On calcule :
05-%+3 05-3+3-02_3-fod i-i+i-l
5_ 5 5 7T _ 7.7 5 _ 5 5 7T _7.,.7_7
vty s-atz—3d  §-wmtm 51tz a
_3E-wrta)  s-gti-3 3 116
G-t E-Frich 5T
1.6 a) On connait I'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2022 2022
Donc : = = =2 022.
(—2022)2 4+ (-2 021)(2 023) (2022)24 (1 —-2022) x (1+2022) (2022)2+4+1—20222
1.6 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur :
2 021° _ 2 021°
20202420222 —2 (2021 — 1)2 4 (2 021 +1)2 — 2
_ 2 0217
20212 -2x2021x1+1+2021242x2021 x14+1—2
_ 2 021° 2 021 1

T 00212 —2x2021x1+20212+2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.6 ¢) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

0 1235%x2469-1234  (a+1)(2a+1)—a 2a°+2a+1 _
"1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

Donc
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4 002 da+2 2(2a+1) _2(2a+1)

Done : - - - =2
M T000x1002—999 %1001 a(@+2) —(a—D@a+1) a+2—(a2—1) 2a+1
1.7 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :
1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nmn+1)—(n+1)>
m+1)2 n+1 n nn+12 nn+12 nn+1)2 n(n +1)2
_n+n’4+n—(n+2n+1) !
N n(n + 1)2 T on(n+1)2

1.7 b) On rappelle la formule : a® — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® - (a+0b)? (afb)(ab+a2+b2) (a+b)? ab+a2+b2_a2+2ab+b2__ ab

(a—b2 a—b (a —b)? a—b  a—b a—b a—b

1.7 ¢) Pour n € N*\{1,2}, on a :

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?2  6(n+1) L =1 3.
2n +2 T n(n—1)(2n —2) 2n+2  2(n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... 2
" k n2(n2—|—1) 20,2 2 3
1.8 DeZk:n(n+1),ona:k:O = 2 n”(n”+1) 2 _nn 1) _n’tn
2 n n(n+ 1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x6+5 5
1. = 44 =
9 a) On trouve 5 5 + 5
ko k—1+1 1
1.9 b) Ontrouvek_l— P —1+k_1.
z—1 3xz—-2)+5 5
1.9 ¢) On trouve —— pr— —3+m.
1.10 Pour t € R\{—1}, on a :
T T ) 14t L2487 - (14187) 2t
T2 (12T )1+ 02 A+He)4+)2 T )12 (L) (112
2t

(1+tz)(1+t)2> x (1+2)(1+1)* = 2t.

125 105

1.11 — =5=—

A T
1.12 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impair, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

10° + 1 10° + 1
100+1 77107 +1
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10"* + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" 42 x 10° + 1.

Comme (10° 4+ 1) x (107 +1) > (10° +1)x (10° 4 1), on obtient : A > B.

1.13 On re-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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5 o) 5
Réponses
2.1a) ... 108 2:20) .. 2.36€) ..., 2.5C) ... 310
2.1b) ... 22d).. 2.36) ... 3] 25d)..........
2.1C) i 102 2:2€) ... 10 2.4a)...... 27437 26a) ... z
z+1
2.1d).......... 1072 226 2.4b) ... 1
2.00). 0 i 0] 28a)............ 154 240¢) . 26Db)...... po
21 ] 280 ] 244 o =
bc)........
2.2 a) ........ 1073 2 3 C) ............. 2-5 a) .............. T+ 1
2
2.2b) ... 03] 23d)........ (—7)2| 28Dl 2.6d)......... —
Corrigés
2.2b)  10*.0,01° = 10°- (107%)* = 10° - 107° = 107°
0,01*> 107" 1
2.2 ¢) 05 105 10
2.2d)  0,00172-1000> = (107*) " 10° = 10"
1000-0,01°  10°-107° 3 o7 4
2.2 u = =1 ] =1
© o100 ~108.10-1 0 100 =10
0,013)° 1076) 2
2.2 f) (00r’) — = (10™") — = % =10""°
0,1-3 - (10072) 103 - (10—4) 10
23 . 3 2%.3? 2%.3° 2°.3° 57 oe3 o4 o1
2.4 a) 34,28,6—1:34,28,2—1_3—1:34—1_28—1:33,27:2 -3 =2 -3
2.4b)  On factorise : 2°' 2% =2 £ 2°1 . 2 =22" . (14+2)=2%".3
22 21 21
, . o (343 B4+D-3” 4
2.4 c) On factorise au numérateur et au dénominateur : 373 (3-1).38 2 2
2.4d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que

(—a)™ = a"™ lorsque n est pair :

(3% (_2)4)8 _ 316 . 932
(Copoa) T

_ 938 326

Ql7.g=6 9317 9=6 3-6  951-6 36
On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 : 95 01 = 32(3) .92~ 36.91 = Q#6—42 _

55%-1217%-125%°  (5-11)%- (11*)72.(5°)*  5%.1172
275-605-2-25% © 52.11-(112-5)=2.(52)4 ~ 58.11-3

Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

19-2 . 154 92)-2.3-2 34 5t 9—4 .32 5t
On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 18?4 = ((52))2 ‘2%4 : (22)31 =51, 3378 ‘554 =

36° - 70°-10*  20.3%.25.5°.7°.2%2.5% 213.36.57.7°

Méme méthode que précédemment : 1232 156~ 25,73 .01.72.36. 56 — 27 .36.56.75
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2.6 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
x

rz+1)—2(x—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ " oz
(z—1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—1) (z+D(xz—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+8 1
2.6 b M thode : — = = =
) e S e —2 24 (2+2@-2)  (@+2)(z-2) z+2)(z-2) z-2
2.6 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 222 T T 2z zx+1+x—-1) 2x 2% — 2z 2x

x27x+x3+x2_x3fx_mfl t+1 22-1 (z—1D(xz+1) (:c+1)(:r71)_(x+1)(x71):ﬂc+1

1 =42 2 1 T +2 2 1 1 2 T—2+x 2 2
2.6d) - S _1 _ _
) :r+1:2—4+:r2—2x 3:+(1:+2)(:r—2)+z(3:—2) :I:+$—2+CC(1’—2) z(x — 2) +
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Réponses
8L 8) oo " 6$2+§x_% 3.4d)...... SRS \ﬁ ............ —
7 37 7T — V37 7T+ V37
31b).iiii ‘x5—2x4—|—x3 x2—|—2x—1‘ 3_( +6> _36] t3($+ 6 )( 6 )
3.1C) i ‘x5 $3+x2—1‘ 3.4%6) ...... 2 .......................................
31d)..oi ‘x5+2z4+z3—x2—2z—1‘ 2 (gc+i> —21?2)"| et 2<x_|_3_21/@)<x+3+:1/ﬁ)
BLE) oo L)
31f) ................................. 14+I2+1 3 2 4 1
—d|lx—=] —==| et =dz—-1)[z— =
3.28). i | =2+ 120 — 172 + 8% — 32| l( 5) 25] ( )< 5)
3.2 b) 35 8) et ‘(x+yfz)(x+y+z)‘
3.2C) i ’2 —r+az® -2t - 375‘ 35D) e ‘ (14z + 3y)(—12z + 3y) ‘
3.2d). ‘*1 — 3z — 34 +x3‘ BB C) e (x+1)(y+1)
326) ...................................... 35d) .............................. (m—l)(y—l)
320 . ‘1+2x+3x2+2x3+$4‘ 3.5 €) ’(z—O—y)(x—Fl)Q‘
BB ) e —6(6x +7) 350 (@@ + %) (y — 422 (y + 427)
3.3D) e 4(5z + 4)(~5 + 1) | -
36a) i (z—1)(z+1)(z*+1)
B3C) it |2(3z — 4)(102 + 3) |
36D) . i —8(z* +1)(z — 4)(z + 4)
3.3d). |—8(z+1)(x + 16)
[ Z2 X 1’271'
BuA A) .. (z — 1)2 8.6¢) @+ + 1) +1)
3.4Db) . (x4 2)? 3.6d). i \ (a2 + ) (2 + d?)
2 3.6¢e)...... ‘(a2+b2+62+d2)(p2+q2+r2+52)
34c¢)...o.... <9:+2> —— et (z+1)(z+2)
Corrigés

3.1b)  Onpeutécrire: (z — 1)3(x2 + o+ 1) = (x3 — 3% + 3z — 1) (Jc2 +x+ 1) = 2°—22"+2° —2°4+2x—1. Pour étre

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (az”)(bz?) = abz"?).
Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (& effectuer et & retenir), on peut
(éventuellement) se passer de ’écrire.

(x+1)2(x71)(:v27x+1) = [(m+1)(az71)][(;c+1)(x2fx+1)] = (a:Qfl)(m3+1) =2 —2d 27 -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires ?
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3.1¢) On calcule : (z — 1)*(z + 1)(I2 + x4+ 1) = (1’2 — 1) (x3 — 1) =2 —2® 22+ 1.

— (62 +7)(62 — 1) 4 362> — 49 = — (62 4 7)(6z — 1) + (62)> — 7° = (62 + 7)[— (62 — 1) + 62 — 7] = —6(62 + 7)

3.6 ¢) On calcule z* +2° + 1 =2* + 2> +1—2° = (;r2 + 1) — 2’ = (Jc2 +a+ 1) (a:2 —x+ 1). La factorisation est
alors terminée sur R puisque les deux équations, 2 4+z+1=0ecta’—z+1= 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+bd)® + (ad — be)® = a*® + b°d* + o®d® + b°* = (a2 + b2) (02 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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. ['e) . rd
Réponses
da)ooooooo 1 —
4.1 a) 4.3 a) 2—[—\/5—1—5\/6 45¢C). i 1+vVz—-1
LB =
4.5d) ... =
4.3b) ... 3—-2V2 ) 2x—1
4.1¢) . —V3+42
43¢). .. [1-Vi0+ Vi3] is z(r —2)
41d)..o VT -2 Be) (z— vz 1
4.3d).... |Vi5+ V0 VG- 2]
dde) . 5
456) . —A(z—1)
A1) 3—al] 43 ~(V2+V3) %
4.6a). ... V2
4.22) i 431 C3+V2+V3+ V6
' 2 46Db) .. 2v2
4.2b) ... 9445
4.3¢) .. 22 4.7a).. . —11+5v5
4.20). .. 1+3
4.3h) ... 50-25v3|  47b) 1+v2
4.2d). .. 3+V2
V24+2-V6|  are) 14+ V2
4.2€). . 12v7|  Ad 1 ) 1+ /2]
4.26) 45 a) z AT )
Ba) i
10 Vo —1 47€) 1+5
4.28). ... 9— 3\/5 ) -
45b) ... x—a2 -1 47t In(1+v2)
4.2h)
Corrigés
4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3—asia<3eta—3sia>3
4.2 c) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :
Va+2v3=V1+2v3+3=1/(1+V3)?2 =1+ V3.
4.3 a) On calcule :
2-v3_2-V3 2-v2_(2-V3)2-V?2)
2+v2  24V2  2-V2  (2+V2)(2-V2)
2 VAE-VE)  4-2/2-2/3+6
B 22 -2 B 2
1
S TRNG IV R N
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

1+v2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-v3 C1+v2-V3  V2+2-6
1+vV2+v3 (14 V2+V3)(1+V2-V3) 2v2 4
4.5 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

4.5 e) Le calcul donne f”(z) = i@ o1 d’ott
F@) +4f"(x) = Vo —1 - ! - ST CR . (Cht )
B (z—DvVz—-1 (z—1)Vx—-1 (x—1Dyvz -1

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/5>0,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.
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IFiche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses
5.0a)........... 7a® +12a + 7 5.3C) . i, 4 4+43iV5| 56Db)....
51b) ,,,,,,,,,,,,,, a27a—]_ 53d) ....................... 56C) """"""""
5.6d)...............
51C) .............. 4@2_61—3 54&) ........................ )
54Db) ... 1
5.0d) —a’+1 ) 5.7a). ...

B.2c) i 18 — 26i BT C) o
5.2d). —9—46i] 55 a' +4a” +2 2 2
. (r-3) 3
5.3a). ...l 56 8) e ]% R R
5.3D) i
Corrigés
5.1 a) On développe (a + 2)3 = a® + 6a® 4 12a + 8, puis on simplifie sachant que a® = a® — 1.
BAE) Do’ —a® 1, on déduit 4 = a¥(a” @) = ¥ — ab et done o = o Do plus a = ala® 1), e,
5 1 C) ...... On Commence para:(a)2 : (a2 _ 1)2 : a4 _ 2a2+1 :_a_apulsa:_a2 _ a): a4+2a3 + a2
BA0)  Liaalie o o 4 1 pout. serie o) = 1 ce qui montr aue a0t L =4 a® Alors & =1
5 2 a) ...... On developpe (3 + 1)2 : 9+61+12 ...............................................................................................
5 2 b) ...... On developpe .. (3 _ 1)2 : 9+6(_1) + (_1)2 : 9_ 61+12 ....................................................................
5 2 C) ...... DyapreSIecalclﬂ precedent (37 1)3:(87 61)(37 1):24 7 181781+612 .............................................
5 2 d ) ...... On developpe dlrectement (3_ 21)3 : 33 _ . 3 32 (21) 1 + 3 3 1 ( 21)2 _ (21)3 .............................................
5 3 a ) ...... On developpe 24 _ 301 + 121 _ 1512 ...............................................................................................
5.81)  En remaquant que (2+3)(2—3) = 2° (37 = 4+ on obtient par associativité 18,
53 C) ...... On developpe (74 Jr 1\/5 )3 : 743+3 42(1\/5) 7 3 41 (1\/5)2 + : (1\/5 )3 : 764 + 481\/5+ 60 7 51\/5 ..........
53d) ...... Ondeveloppe(_2+l\é§)d_+3Z;+32_Z?)\8/§ ..............................................................
543)  Ded’ 1 on dduit a” —a® et a® o donc tous les termes se simplifient sanf dews s d—1 =3,
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1234 2341

104123 4 4 10 512 . 1 .

=(a") " xa" =a cara = (a’)° = 1. De méme a = a, etc. et on obtient
4 1 2 1

donc finalement a* x a' x a® x a® = a*® = 1.

5.4 b) On commence par a

1234
1234 1234 4+ 1
5.4 c) Ceci vaut ¢ ot § = Z k= w est un entier multiple de 5.
k=0

$2 $2 2
1 1 2q+p-—1 1 q
5.6 a PgX —+ - === orp—1=—q donc pg X —+ - — — = =
) P> p p? p? 3 p p2 p?
1 1 -1
5.6 b) P _Z_P_Z_PZ_
1-p?2 q q q q
56 Lo L 1 _1 1. 1_1 a4 p_l-p-g_,
pq l—q 1-p pg p q Dpg pg pq Pq

1 1 ko + k1 1 1 . k1ko
5.7 —+ — d - = — 6 tak=
a) o + T T onc = + T équivaut a I
2mg mC? 2mg mC? 4 ? 1
5.7 b) w P =0 =3 =5 =\ 20 (car p>0)
.................................................. d 2
5.7 ¢) On a nécessairement R — T >0
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[Fiche n° 6. Equations du second degré|

Réponses

Corrigés

B.3C) e
6.3d). . 2m/(m + 3)
6.42) . i |1 donc (a—b)/(b—0)|
6.4b) .. |1 donc c(a —b)/(a(b - ) |
6.4C) et [m donc —(m +a+0)]
6.52) e [a? — 220 + 117 = 0
6.5D) i |2 — 60 —187=0)|
6.5C) o [&® —dz+1=0]
6.62) i lm=—3/4etz=3/1]
6.6b)... [m=—letz=—2 0um=7etz=2/3|
6.7 8) e
6.7 D). la=-2etb=1]
B.7C) e la=-3etb=5]
6.88) ..ttt ] — 00,1] U [V2, +0o0]
6.8 D) .o [—3,5]
B.8C) i [1— 00, —1]U[2/3, +00[|

C’est une identité remarquable : > — 6z + 9 = (z — 3)°.

6.2 a)

Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13=6+T7.
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Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)* — 4m® = 3(4m — 1). Ainsi, I'équation admet, une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m* — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc Pautre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a I'extérieur de l'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur ]—o0, 1[U]\/§, ~+o00][ et strictement
négatif sur 1, v/2[.

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U ]5, +00[ et strictement

positif sur | — 3, 5[.

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindéme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400 et strictement
négatif sur | — 1,2/3[.
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IFiche n° 7. Exponentielle et Logarithme|

=1In(3) +2In(3) + 3 x 31n(2) = 31n(3) + 111n(2).

Réponses
T1a) i, 41n(2) TAa) oo
(1]
T.1b). oo 9In(2 -
) n(2) TAD) . 5|
T1C) o, —31n(2) ]
TdC) o 3
Tad)e i ~In(2) —
TAd) 1
7€), 3In(2) 19]
7). 2In(2) +2In(3) | Tede) . _%
7.2a)......... —1n(3) —2In(2
o ] v
T.2Db) . [21n(3) — 21n(2) | 2
75a)... ... -2
7.2¢) ... In(3) + 111n(2) | ®) =1
1
7.2d). ... ‘31n(5) +21n(2) ‘ TB5D) e )
7.2¢€)........ |—2In(5) +4n(2)| 7.5 ¢) ~17
726) . ‘2111(5) —2In(2) ‘ T5d) e
T3 e | —2In(2) — 2In(5) | T62) o
T6Db) .
Corrigés
7.1 a) On a 16 = 4> = 2* donc In(16) = 41n(2).
7.1 c) On a 0,125 = 1 donc In0,125 = —In8 = —31In 2.
7.1e) Ona72=8x9=2%x3"doncIn(72) —2In(3) = (3In(2) + 21n(3)) — 2In(3) = 31n(2).
7.2 c) On a 0,875 = g donc
In(21) + 21In(14) — 31n(0,875) = (In(3) + In(7)) + 2(In(2) + In(7)) — 3(In(7) — In(8))
7.3 On appelle A ce nombre. On a

A= (In(1) —In(2)) + (In(2) — In(3)) + - - - + (In(98) — In(99)) + (In(99) — In(100))

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,

d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)
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On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

A= ;m(kil) - ;(m(k) —In(k + 1))

100

=) (k) = > In(k+1) = In(k) - Y _In(j)

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A = In(1) — In(100) = —2(In(2) + In

2022 — x 1 2022 4+ x
Vr €] —2022,+2022[, f(-z)= ln(7> = 1n<2022+z> = —ln<m> =—fi(x).

2022 +x

2022—x

fa=2) =In(=z+ V/—o) +1)
:1n<_m x2+1)

((m+m)(m+m))
r+ Vet +1

=In

M) - 1n<1) = —fal)
T+VaZ+1 T+VrZ+1 '

98
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IFiche n° 8. Trigonomeétrie|

Réponses
2 2 —g
8.1 D)
L )
8.1 d)
S I ?
8L £) et —%
8.2 ).t [0]
8.2 D). [0]
8.2 C) i -1-3
8.2 d) .t
Bi2 @) it f%
B3 8) ettt
8.3 D) e
8.8C) L
8.3 d) . .
8.3€) i
8.3 ).t
B )\ [0]
8.4D)
84 C) i
8.4 d). .
8.5 &) i 2;\/5
8.5 b) 2;*/5
8.5 C) ot V21
8.68) ..t
1
8.6 D) i ~ @)
BT A) e {7;5;}

...... {5+2kw,kez}u{—g+2kw,kez

3

{%+2kw,k€2}u{—+2kmk62}
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7 57 57 T 57
8.8 D) .o T 88d)........... , 7U[_ 7f]u 7
) [3 3 ) [ 7% } 66 [ 6 ”]
7T s
8.8 D) e 7, — ]U[ T _ [EE[ 5w 3m
3 3 8.8 e) ......................... 4, B 1 5 9
m S5t ]
8.8 C) e [076}%67% 8.80) 3r r E{
I 88e) i 13 )
8.8 ™ |3 4] 3r] [7r
R RRARRLIIEEE [_”’ 5} 6" 8.8 ) i 0,2=|U|—,2r
4 4
™ St Tw 117 ]
88d)............. [0, } —,— | U ,2 T 3m
) 6 { 6 6} [ 6 8.8 1) —_ —
- 4’ 4
Corrigés
V2 49
8.5 a) On a cos<7> =2cos?(<) — 1 donc cos®(=) = -2 2+ = \@4—’— 2
De plus, cos(=) > 0 donc cos(=) = 2 ;— \/i
8.5 b) On asin®(<) =1—cos’(=) = 2= et sin(<) > 0 donc sin(=) = 22_\/§
2-v2  [(2=v2)?2 2-V2
8.5 ¢) tan(g) YA =3 7 =v2-1
o2 1 — cos(2x) 2sin’(z)
8.6 a) On a cos(2z) =1 — 2sin”(z) don Sn(22) ~ Dsinzcos(@) tan(x)
8.6 b) cos(2z) sin(2z) _ cos?(x) — sin®(x) _ 2sin(z) cos(z) _ cos?(x) — sin®(x) 2 cos?(x) _ cos?(x) + sin®(x)
’ cos(x)  sin(x) cos(x) sin(x) cos(x) cos(x) cos(x)
8.7 e) Cela revient & résoudre « cos(z) = —=— ou cos(z) = —g »
8.8 d) Cela revient a résoudre —= < sin(z) < %

8.8 f) Siz € [0,2n], alors t = z — % € {—27271 - %} On résout donc cos(t) > 0 pour ¢t € [—E or — =

T T 3m Tmw 3 Ve
- = _ —_ —, 27|
donnete[ }U{2,4}etdoncxe[0,4}u{4,71'}
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IFiche n° 9. Notation arccos, arcsin, arctan|

Réponses
9.1 ) .o % 9.3b) i
T 0.30)
9.1 B) . _
? 9.3 d) . 7
9.1 C) et 1
— 9.3 €) i 3—m
fs
9.1 d) . = p
6 9.3 f) o —=
S ) 7
I
9ule) i Tl eaay
7 | 9.4 D)
9.1 6) oo g ) 9]
T 94C) {7+lm, keZ}
9.2 ). [0]
9.2 b)) il 9.4d)........... {% +2km, k€ Z}
12| U{Z& +2kn, keZ}
9.2 ) (7]
02 ) e = 1
2] 94, {3 +2km kez}
— U{m— % +2n, kez}
d) u
9.2 d) .t =
3] 9u4f) i
9.2 €) i @ 2
9.5 a) . T 122
T
9.2 ) ot 7%
9.5 D) o x+— 0
9.3 ).t 1
9.5 C) et Y
c) x T2
Corrigés
arcsin(f) s
9.1b)  On calcule : =3 =2
arccos(%) 6
9.1 ¢) On remarque que arccos I arccos V2 arccos @ =z
. que q 5 )~ V2 % 2 = 2 =1
V3Y\ _ _ 3\ ™
9.1d) On remarque que arctan <3 = arctan ﬁ = arctan ? =%
................................................. 1 17r
9.1 f) On remarque que arccos(g + f) = arccos(§> =3
9.3 a) 1e [—7; g} donc arcsin(sin(1)) = 1
9.3 b) sin(2) =sin(mr —2) et 1 —2¢€ [—E; ﬁ} donc arcsin(sin(2)) = 7 — 2
9.3 ¢) 3 € [0; 7] donc arccos(cos(3)) = 3
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tan(3) =tan(3—m) et 3—7 € } ,g; g { donc arctan(tan(3)) =3 — 7

™

Soit z € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < 3k € Z, arccos(z) = 3 + km. Mais comme arccos est & valeurs

dans [0, 7], cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g <z =0.

2w

arcsin(sin(z)) = g & sin(x) = sin(g) =-——&xc {g + 2km, k € Z} U {? + 2km, k € Z}

102
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Ficl 510, Dérivation

2 —3x
2y/x(3z + 2)?

(22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)

(2 +1)2
10.4d) ... (z + 3)(112((;6)))2_ o
10.5a) cooiiiii 2z sin (%) — cos (%)
9
105 b) . N T
10.5 €)oot 1_—1x2
105 d) coeee Mosign_(;)m(x)
10z — 5
106 a) . .ciiiii m
2 1+v3 1-V3
10.6b)........ e =) (e )
222 +2x+5
106 C) i m
106 d) ..o = - 7
106 ¢) 2
Be) x(l—ln(l‘))Q

r—2

Réponses
PR T
101 D) eeeeeeeineieei 52" — 6% + 4o — 15]
10.1C) e (22 — 22+ 10) exp(2) |
2 _
10.1d) . oo (62 — 1) In(z — 2) 4 22 —7
x—2
10.28) 00 ’ 5(z% — 5x)* (22 — 5) ‘
10.2 D) e 4(22° + 42 — 1)(32% + 2)|
10.2¢) i, ’ 8 cos®(x) — 6 cos(z) sin(x) — 4‘
10.24d)..... ’ —3(3cos(z) — sin(x))*(3sin(z) + cos(x)) ‘
10.3 a) 2
B A P
1
10.3 D) oo e
10.3¢) i, ’ (—22% 4 32 — 1) exp(2® + z) ‘
10.3d) ..o ’ 6 cos(2z) exp(3sin(2z)) ‘
10.3€) . ovee e _cos(@)
24/sin(x)
coo(/2)
103 6) e N
(2x + 3)(2sin(z) + 3) — (22 + 32) x 2cos(x)
10.4a)..... R e
Corrigés
10.1a) On calcule : f'(z) = (22 + 3)(2z — 5) + (z° + 32 + 2) x 2 = 62° + 22 — 11.
10.1 b)
10.1 ¢)
10.1d) On calcule : f'(z) = (62 — 1) In(z — 2) + (32° — ) x
10.2 a) On calcule : f'(z) = 5(z* — 5z)* (22 — 5)
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10.2 ¢) On calcule :

f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)

= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.

10.2d) On calcule : f'(z) = 3(3cos(x) — sin(z))*(—=3sin(z) — cos(z)) = —3(3 cos(z) — sin(x))?(3sin(z) + cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

10.3 a) On calcule : f'(z) = 22_3; 1 C’est une application directe de la formule de dérivation quand f =Inow.
x
1/x 1

10.3 ¢) On calcule :

(@) = (=1)exp(a® + ) + (2 — z)exp(z® + ) x 2z +1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (—1+4z+2—22% — z)exp(z® + 2) = (—22° + 3z — 1) exp(az® + z).

........................................... (2x+3)(28m(m)+3)_(x2+3m)XZCOS(:E)
(2sin(x) + 3)2

10.4 a) On calcule : f'(z) = . En développant le numérateur, on trouve

_ —22” cos(z) + 4z sin(z) — 6z cos(z) + 6sin(x) + 6z + 9

/
Jz) = (2sin(z) + 3)2
1 3u42 _ 3/@Ex2/&
10.4 b) Oncalcule'f/x)zm(3$+2)7\/£><3: 2o — oy 3z42-62 2 -3z
(3x +2)2 (3z +2)? 2v/z(3z +2)2  2/x(3xz + 2)2
_ s 2 _ 2 .

10.4¢) On caleule : f'(z) = 2sin(2z + 1) X (z° 4+ 1) —cos(2z + 1) x 2z _ 9 (z° 4+ 1)sin(2z + 1) + z cos(2x + 1).

(1’2 + 1)2 ($2 + 1)2

10.5c¢) On a trois fonctions composées & la suite : f = In(v/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

L x u'(x) x

2\/u—x) u(z)
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dérivée d’une fonction composée : f'(z) =




On calcule :

, 1 (z—1)—(+1) x 1 1
fle) = :c+1>< (z—1)2 x rz+1
z—1 z—1
1 -2 -1
T L Go I GaDE-D)
z—1
=1 1
T2 —1 1—a?
.............................. /_Cos(x)xmism(x)Xlx_mcos(x)ism(x)
10.5 d) On calcule : f'(z) = e X Sn(e) 2 sin(z)
.............................. /__(_1)71_(2+$)2_(3_x)2_10m75
10.6 a) On calcule : f'(z) = ERE + G727 G_oRta?  Bo2@ta?

1 2z(w+1)—1 22°+22—1
rz4+1 z+1 N z+1

Pour le trinéme 22> 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (=1) = 12. On a deux racines :

10.6 b) On calcule : f'(z) = 2z —

L 2-V1Z_—2-2Y3 _ —1-v3 o -14V3
YT Tax2 T4 T2 T2
2(1,7 *1*\/3)(x, —14+V3 2 1+\/§ 1— \/g
! _ 2 2 —
Enfin, on a f'(z) = 21 _x+1(a:+ 2 ><x+ 2 )
204+1  Ix(z—1)—(x+2)x1 2z +1 3
10.6 On calcule : f'(z) = - = '
c) n calcule : f'(z) i (z — 1)2 2+r—2 (z-1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 25 = 1. Dot la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : f/(z) = 2z +1 n 3 :(x—l— )(z )Jr 3(z+2) _ 22" +2z+45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(z+1)? (z+2)(x—1)2
Le trinéme 22> + 2z + 5 dont le discriminant est A =4 — 4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° + 22+ 5

(z+2)(xz —1)2°

10.6 d) On calcule :

Ona: f'(z) =

oy Ix(z+1)—xx1 I | 2 14 (z+1)*—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_21:+1_(1:+1)2+1_x+1_ (x+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)? GRS
Dy 2(-In(@)-(+n(e)zE L-mEglg @ 2 _ 2
10.6¢)  On caleule : f(z) = (1 —1In(z))? B (1 —1In(z))? T (1-1In(z))?  2(1l —In(z))2’
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; = —
Réponses
11.108) oo In |t + 1 11.4f) .o tan(t) — ¢
11.1 b) ................................ _t i 5 11.4 g) ................................. 2 tan(t)
1 1
3 114 h) oo S E—
11.1C) et e 2 (1 —sin(?))
1
4 11.40) .o —Arctan(2t)
11.0d) e —Cosi 2 2
1
. 3. 11.5a) oo 2(t — 1) puis §t3 — 2 + 5t
11.1€) oo SA+DE =t
1/2 1
11.5b) .ot ——=|-+1 is —— +1In|t
111 E) oot L2ty ) 2 (t + ) puis =5 + It
1.5 1 3 . 2t% 1
112 8) oo “lnl+ 8 Be) oV ta s gttt o
4 31 . 11 2
11.2 ) oo ~(142t%)2 11.5d) ..o F 2R P T3E T
/ 1 1
11.2 C) ................................ -V 1- t2 11.5 e) ____________ 262t — 3673t puis 5e2t — gefSt
11.2 d) 343 1
o 4 11.5€) oo 3e372 puis §e3t*2
1
11.20€) i —In(1 + 3¢? 1
2 6 n(1+3t) 11.5g)........ cost(3 cos®(t) — 2) puis —3 cos®(t)
1
112 ). - ot sin(L) + cos(L ]
(1+3t2)? 11.5h)........... - bm(t)ﬁ cos(t) puis COS(E)
L4
11,3 8) et —In"(¢ 2¢t
) 4 ®) 11.50) i ﬁ puis In(2 + ")
11.3D) oo 2+/In(¥)
el(1—e? ] .
B 11.5)) et e puis arctan(e’)
11.3C) e Gy
2cost+3 1
5 11.5Kk)....... ;LJFQ puis —— In 2 + 3 cos |
113 d) e ~3 (2 + 3cost) 3
1
L Luis =1 —¢#2
11.3€) o ’111|1—e_t+et|‘ LY. (1— )32 puis 1-1
1
_et 1
11.3 f) ....................................... et 11.5 m) ................ (1 _ 2t2)e—t2 puis _ie—t2
11.4a) i ——cos®(t)
In(t) — 2 1
11.5n) ..., al 22 puis In(t) — 3 In?(t)
114 b) o esin(®)
1+1In(t) .
11.4C) e —In | cos(t)] 11.50). o, TEm() puis In | In(?)]
11.4d) oo —1In|1 — sin(t)] 1 :
t) —sinln(¢
| | 11.5p)...... cosn( )t2 sinIn(t) s — cos(In(t)))
114 e) i —2cos(Vt)
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Corrigés

Admet des primitives sur | — oo, —1[ ou | — 1, 4+-00][.

tan®(0) = (1 +tan®60) — 1,

donc ¢+ tan(t) — ¢ est un primitive de tan? sur tout intervalle inclus dans Dian
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IFiche n° 12. Calcul d’intégrales|

Réponses

12.1a)........ 12.3 o) 1 12.5¢€). ... 6]  127¢).ii

— 30
12.1b)....... 12.59 V3| 1274d)........

1
— 12.3 f 2 2 2
12.1 C) ........ * ) """"" 101 12 7 e)

i
_ 1 _
12.2d).......... 4 qead). 12.6d). ... L 12.8b)............ T
12.2€) i, [0] 12.40)...... ERp 1 1 1280 59
5 2.6 L1y 1280 10
12.2€). ... 5 12.4€)......... e) 5 ( e) n
1
o_ 1
12.5a)............ 78 e
12.38) ceeeenn... ) 78] 126 0) oo 41 12.84d)........ 5
12.3 D). 12.5b)..... [2(° - 1) : .
11 12.8€)............ z
8 s 12.7 a) - — 3
12.3¢) crvnennnn. S| 1250 ;111(1+5) 2 erl
2w
17 12.8€f)........... —
123d). ..., 12.7b) ... - 9
) [9] 125d).......... v2 2
6
Corrigés

-3 5
12.1 b) / |sin(7z)|dz = f/ |sin(7z)| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut
5 _

3
Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive.

-1 0
12.1 ¢) / sin(z) de = —/ sin(z) dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'inter-
0 _

1
0

préter comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1, 0], / sin z dz est donc négative.
-1

12.2 a) 1l s’agit de laire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7
12.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
7 - _

derniere intégrale est l'aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

12.2 ¢) Il s’agit de laire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 5 x AO x AB.

12.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter I'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(xz) =1 — 2z est située sous ’axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
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11 s’agit de calculer l'aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8;—15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
12.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sin(z) de = / sin(z) d:c+/ sin(x) dz.La fonction sinus étant impaire,
- 0

-2 2
0

les aires algébriques /
-2

2
sin(z) dzx et / sin(z) dz sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

12.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 a 0 et de 0 & 1).

12.3 a) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique d’un rectangle.

3 3
12.3 b) /(2x—5)dx:[:p2—5x} =(3°-15)— (1> —=5) = -2
1 1
.................. 010118
12 2 1 :[ 24P } —(7—23 7—22—2)=7
3¢ /_2.7) +r+4+1de 3%+ 32 —|—x_2 0 3( )—|—2( ) 3

1
.................. 22
12.4 e) / e’ dr = [eﬁ] =’ —e?
5 -3
_1d _1
12.4 f) / — = [ln\m|] =—In3
4 -3
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33

1 2 33
12.5 —dr = {,\/3 —&-1} =-(10-1) =
o J, Ve l3vETY, =300
% Jusy
12.5 f) / cos(f—x)dm—[—sm(g—m)}z *—sm(—7>—|—sm(?> %—?
3
xr—2 _ 1 2 3_

1 x 1 x 1
€ e 1 1 1
12.7 ¢ qx= —& 9 :L_ } __ 1
2) A 2y 2er 110 A e+ Teril,” er1 2

3 -1 3
12.7 b) xz+1 est négatif sur [-2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / |lz+1| dz = / fmflder/ r+1dz.
—2 —2 —1
Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

12.7¢) On calcule

/Og cos(2zx) sin(x) dz = /05(2 cos®(z) — 1) sin(z) de = 2 /0’5 cos®(z) sin(z) da — /0’5 sin(z) dz
=—= |:COSB(ZE):|O% + [cos(x)}f = f%.

T 1 /1
\5 sin(2z)| dz = 5/ |sin(2z)| dz. Le signe de sin(2z) est négatif sur [—g,O}

sy
3

12.8 a) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.

2 2
1 2 210 _g 99
12. 1 x — z1n 10 — |: 11n10:| — — )
8 ¢) /O 0* dzx /O e dx —e . 10 10
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2 0
1 1 )
12.8 ¢) Vzde = x2dx—[gx%} _2
0 0 3 o 3
V3 V3 N
e 2 3 1 =R 2
= =2|=A =—A = —
12.8 f) /0 T 02 dz /0 15 (32 dx [ rctan(?)ac)} . rctan(v/3) 5
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IFiche n° 13. Intégration par parties|

Réponses
T
13.108) oot ~ -1 R—R
5 13.28) e { o (ot 2)e
5 1. 3
13.1b) oo —icos(2) - §s1n(2) + 3 R = R
13.2Db) i { 1+Inz
13.1C) ittt x
(In(2))%22(2 — 2In(2) — 20 4 2 R— R
13.1d)........ 2 13.2¢)........ 1 )
(In(2)) x — zarctan(z) — 5 In(1+ z%)
13.1€) ettt
13.2 d) {R - R
3 2d) .
131 ) oo 22— 2 z > asin(z) + cos(z)
5)
18,3 8) 0t S —e
13.18) oo In(2) -2+ 7 2) 3 ¢
+1
T Ll 138 b) . e
131 h) e - — =
) 13 2
R—R
2v2 4 da)...oooooie
13.10) e fT\[Jrg 1342) { x> —(2% 422+ 2)e "
13.4 D)o
4v2  16v/2
13.15) e Tf - %[ R — R
x +— —a? cos(z) + 2z sin(z) + 2 cos(x) — 2
4 8 4
131 k) e -v2In(2) — =vV2+ - *
- A C)e e II—>$1H2,’,E—2LE1I11‘—|—2£C
1
1300 T Cm2-LT -
42 32 R* — R
13.4d)...... o1, 5 2 2
21 _ 2 Bl
T =T <3n T 9n$+27
Corrigés
13.1a) On choisit u'(t) = cost et v(t) = t. /2 tcostdt = [tsint]og — /2 sintdt = g -1
0 0
13.1 b) On choisit u'(t) = sin(2t) et v(t) = 2t + 3.
1 1 .
/ (2t + 3)sin(2t) dt = [(Zt +3) COS2(2t)] + / cos(2t) dt = —=cos(2) + g + sm2(2)
0 0 0
13.1 ¢) On choisit v(t) =t et u'(t) = e?
2 t 2 2 t t 2
/ tez dt = [Qtef} —2/ ef’dt:4e—4[ef} =4
0 0 0 0
13.1d) On choisit v(t) =t et u'(t) = 2°
/ " - / " e gy [y L] 1 / T g gy gn 2L e _ ((2)°2"0) —2In(2)
) ) m(2)" |, In(2) /, In(2) (In(2))*" " (In(2))?
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2 2
_ 1 2 2 1 o 1 2 2_ 3
/1 tlntdt = [Et 1nt}1—/1 5150115_21112—1[1:]1_21nz—Z

1

13.1 h) On choisit u'(t) = t et v(t) = arctant. On a

1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
t tantdt = | — tant| — = ——dt== — = 1———|dt=—-——.
/0 arctan [2“”“}0 2/0 2973 2/0< 1+t2) 12

13.1i) On choisit u (t) = 11+tet v(t) =t
1
t 3 22 4
2vTT 7)) —2 | Vitidi=2 —7[1 tZ} __ vz 4
0 \/1+t = [evid /\/T V2 (1+1) 5 73

1 , 1 1
13.1 k) On choisit u'(t) = V1 + t et v(t) = In(1+t). / V14 tin(l+¢)dt = [%(1 + t)% In(1+ t)} —% / V1i4tdt =
0 0 0

| W
S
—
—~
[\V]
—
|
| DO
—
| Do
—
—_
+
o~
N
=
wlw
[E—
-
Il
|
S
—
—~
[\V]
—
|
| o
S
+
Ol

Ey S S
13.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0

. z 277 . 2 1 2
1 4 tan®¢. On obtient [t tant]F — / tantdt — [g] = — + [Incos(t)]; — T = % ~3 In2- 2.
0 0

13.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R, en choisissant

uw'(t) =e" et v(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e" dt = [(ft + l)et]z+/ e'dt = (—z+1)e” +e” —2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

13.2 b) Cette fonction est définie sur R}, y est continue et admet donc des primitives. Soit > 0, par intégration

parpartiesavecu/(t):t%etv(t)zlnt,ona/ 1n—tdt hlt / —dt = fln—xflJrl Ainsi, xr—>71nx+1
x
1

est donc une primitive sur R} de f

13.2 c¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit « € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

14 ¢2

x x
t 1
/ arctan(t) dt = [t arctant]; — / —— dt = zarctan(z) — 5 In(1 + z°). D’ott une primitive.
0 0

13.2d) La fonction est définie et continue sur R. Soit z € R, on a, en choisissant v(t) = t et u'(t) = cost,

/ tcos(t) dt = [tsin(t)]; — / sin(t) d¢ = xsin(z) + cos(z) — 1. D’olt une primitive.
0 0
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13.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiere, u'(t) = et et v(t) = 2+ 3t—4 et ainsi

1 2t 1 1 2t
/ (t> + 3t — 4)e* dt = [(t2 + 3t —4) 62] - / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0

2t 1 2t 2t 1L 1
1 11 1
etu'(t):%d’oﬁ:—/ (2t+3)e7dt:2— {(2t+3)e4} +§/ thdt:I—geQ—l—Z[em]l:§—e2.
0 0

™ s

bl 3
13.3 b) On choisit d’abord v’ = exp et v = sin; d’ot1 : / e sintdt = [et sin t} / e’ cost dt. Ensuite v’ = exp
0 0

B

0~

NE)

N t
et v =cos, d’oll : €2 — [e cost]0 —

El bl .
/ e’ sint dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

13.4a) On effectue deux intégrations par parties successives (toutes les fonctions utilisées sont de classe C'' sur R)

x
pour déterminer, pour z € R, / t?e™" dt.
0

x x
On commence par choisir u/(£) = e~ " et v(t) = t* cela donne / tPetdt = [—t267t]z + 2/ te”"dt.
0 0
Puis, on choisit u'(t) = e ™" et v(t) = t, ce qui donne —z’e™ " + 2[—te_t]§ + 2/ e tdt.
0

xT
Finalement, / Petdt = 2% — 2z " — 2077 + 2.
0

13.4 b) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour = € R, / t* sin(t) d¢. On com-
0

mence par choisir u'(t) = sin(t) et v(t) = t* cela donne / t*sin(t) dt = [—t2 cos(t)}z +/ 2t cos(t) dt. Puis, on
0 0
choisit u'(t) = cos(t) et v(t) = 2t, ce qui donne —z” cos(x) + [2¢ sin(t)]; — / 2sin(t) d¢. Finalement, / t* sin(t) dt =
0 0
—z” cos(z) + 2z sin(x) + 2 cos(x) — 2.

13.4 c) Cette fonction est définie sur R*. et y est continue. Soit = > 0, en choisissant ' (t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient
/ Intdt = [t In® t}f—/ 21Int dt. Puis, en choisissant u’(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient  In® z—2[t In t]f—l—Q/ 1dt =
1 1 1

zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n®z — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de z + In® z.

x
13.4 d) La fonction est définie et continue sur R’.. Si z > 0, alors, avec u/(t) = t* et v(t) = In*(), on a : / t*In*tdt =
1

3 @ @ 3 @ 37,2
{t In® t] _2 / t* In ¢ dt puis avec v’ (t) = t* et v(t) = In(t), on obtient % In®z— 2 [td lnt]f—k g / Zar =2 l?r)l T
1 1
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IFiche n° 14. Changements de variable|

Réponses
T 1 =
140 a). ..o — 4
a) E 14.2°C) o 173
m
1
14.1D) oo E 142 d) oo 1,3
2 2
141 C) o (V21| 148 a) 20
TR [ 14.3b)...... A(VB-D)In(V3—1)—4+2V3
Y
1AL €)oo L1 1440y ]O’ 5[ oK
12 x +—  tan(x) + In(tan(z))
3 X
141 ) oo 21n(> Ry - R
2 14.4Db) ...l o 2arctan(ver=T)
14.2 a) u R’ R
1572 ) — —
3v3 14.4¢) ... N 3., 2
e In(z3 +1)
1 2 1
14.2D) oo 2111( e; >
1 - R
14.4d)......... L, ool
r +— arctanvz? -1
Corrigés
141a) O t = sin0 ee[—ﬁﬁ]o A os6 et d
.1 a N pose vt = sin ot avec 2 ) 2 . n a a9 = COSU € onc
1 z fust ™
/ 1—752dt:/2 \/1—sin2960s0d0:/2 cosQQd@f/2 cos(2g)+1:g.
= -3 -3 -3

3 V3 V3
/ ¥dt: Adu:Q[arctanu} :2<E7E):z.
U
1

T cost Foaw 1 [T 1 1 vz 142
== du = =[-In(1 — In(1 2 ==1 2 — In(v2+1
/0 cost / cos?t /0 —uz 2 1fu+1+u v 2[ n( u) +In(1+u)l n1_72 n(f—&—

14.1 d) On poseu = sint avec t € [0,

d 1
g} .On a £ = cost et donc du = costdt. Ainsi, / uwddu = / sin® ¢ cos t dt.
0 0

Finalement, on trouve
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14.1 ¢) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, ;T}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

6

z 1
/0 sin3tcos3tdt:[iu4flu6} :ifé:i

14.1 f) On pose u = V1 avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a — = 2u.

Y 7 2 2
Ainsi, at= | - qu=2] —a :2[1 1+ } = 2(In(3) — In(2)).
1n51/1t+\/£ /1u2—|—u U /11—|—u U n( u)l (In(3) — In(2))

1 s .
1
14.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a du = —sint. Ainsi, ———du = _sint dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ _sint g 1/1 1du_1{manu]l _
o 3-+cos?t 3/ 1+(L)2 V3 V3 1 3v3
V3
t dt 1 1
14.2Db) Onposeu=¢e avect € [0,1], donct=Inuet u €[l,e]. On a W donc dt = adu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

14.2 ¢) On pose t = tanu avec u € [0,4} Ona%:(l—&—tanQu).

1 us jus s
o 1 1 1 1 1 cos(2u) +1 1 7
A1n51,/ 7dt:/ 7du:/ cos2udu:/ ————du=-+ -.

o (1+12)2 o l4tan®u 0 0 2 4 8

2 u dt u
14.2 d) On pose u =1In(t) avec t € [e, €], donc t =e" et u € [1,2]. Onad—:e et
u

14.3 a) On pose u =/t avec t € [1,4], donc on a t = u? avec u € [1,2].

4 2
dt w s . sy .
On a alors Ei 2u d’ol / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 26°.
1 1

dt ‘In(vE-1 > In(u—1 2

On a alors — = 2u d’ou / gdt = / w%ﬂu = 2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 U V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/\/§ln(u—1)du:2[(u—1)ln(u—1)]\/3—2/ du=—2((v3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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2
14.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .
+ sin(t)

x t . t x 1 P
On calcule / w dt qui est aussi / O]
a a

—— - dt t u = tan(t).
sin(t) cos?(t) cos2(t) en posant u = tan(t)

¥ cos(t) + sin(t)

tan x
o B 1 B tan(z) B
Ona T dt = du et, ainsi, /a “Sin(t) cos2(t) dt = /t (1 + 5) du = [u—i—ln(u)} = tan(z) + In(tan(z)) + C.

ana tan(a)

14.4b) La fonction est définie sur R’} et y est continue.

Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t = In(1 + u2) et ainsi, — = 2u .
du 14 u?
VT 2w T
Soit z > 0. On a ainsi \/; dt = wIT a2 du =2 [arctanu} = 2arctan(ve* — 1) + C.

14.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R} .

dt
Le changement de variable u = /¢ donne ¢ = v* et ainsi, E 3u”. Soit & > 0. On a
U

Jx Jx 3
3u? 3u 3 9 vz o3 2
= = =1 1 =_1 3 +1 .
/1 v / B rul /1 R [2 n(w”+ )]1 p @t + )+ e

14.4d) La fonction est définie et continue sur |1, 4o00[.

dt U
Le changement de variable u = 4/t2 — 1 donne t = y/u? + 1 et ainsi, — = ——. Soita >1etz > 1. On a
& du  VuZ+1

T z2—-1 z2 -1
1 1 u
t————dt = du = du = arctan v/ x 14+ C.
/a //az,l uvu? +1+vu? +1 //az,l u? 1
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IFiche n° 15. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
3 1. 3 1
15.1 a) ________________ 1n<2) 15.6 C) ................. 5 In 5 15.11 a) .................... 5
1 1 27
1 5 156d) ... —In - 1511 b) .ot —
15.1 b) .............. 5 1n<3> ) 4 5 ) 3\/3
1 Vva— a) 27
9 15.7 ....... In 1511 ¢)eenne —
15.28). i 2lnE 2\/a (a—i—\/a ) 3V3
15.2b) ... In(a+1) 15.8a) coeven.... farctan(f) 15.11d) .o In(2)
a
2
7 1 3
15.3a) .ooiiiiinin.., ln<3> 15.98) oo % 15.12a)........ <.%' + 2) + 1
33 ™ 3\%2 1
= 159Db). .o
15.3b) cceniiit In 53 ) 6v3 15.12b)...... 2(;5 - 4> -3
™
1/ OcC) — 15
154a)....... ln<2 \/51) 15.9 c) 22 15.12 ¢).. \/i(x+i)2+\/§176
2
1 a+1 1 3 a\? 3a3
ADb) .. —_ 15.10 a)........ T+ - + - o o=
15.4 b) 2aln( . ) ) ( 2) 1| 15124)... a(x+2) +=
1 0 Y 1et2 3\? 1 1
15.10 b) ...... 2(1/. _ ) _ = 15.13 a) .................... 5
15.5b)...... |A=-1let B=1| 4 8
27
4 15 15.13Db) ..ot
15.5C) i, 2In 15.10 c) \/§(x+i)2+\/§ﬁ ) 3v/3
27
1 2 3a®| 15.13¢).......l. —
15.68) veeeanenan. n g 15.10 d)..... a(x + g) I % 15.13 ¢) Ve
1513 d) ... In(2)
15.6b) e 2In -
Corrigés

15.1 a) La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1, 2]. Une primitive de cette fonction est la fonction
t — In(t + 1). D’ou le calcul :

/itildt_[111(75—&-1)}?_111(3)_111(2)_

Enfin, on remarque que In(3) — In(2) = ln(g).

15.1 b) On procéde comme précédemment mais on remarque qu’une primitive de t — 1/(2¢t+1) est t —

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

1 [met+y 2
L2+ 2

1

_ In(5) — In(3) _ lln(5).
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15.2 a) On commence par simplifier 'expression intégrée. Pour ¢ € R convenable, on a

1
8 8
1
—2{ln(t+%)}16
8
:2(1113—111?) =2In 9x8 :21112.
16 8 5x 16 10

Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.
C’est cohérent car on intégre une fonction > 0 entre é et %, donc « a rebours ».

15.2 b) On calcule :

t+a

2+t+1

/2 Al g [m(t2 i 1)]2 =In(7) = In(3) = ln(g)-

*ln(llxg)*lnﬁ
T\ xT/)

15.4 a) On calcule :

V2ot o 1 [V 212
— 2 == L A 7
L 22t 2/, 242

{m(t2 + \/it)} 1&

1

2

R U PR G (PR VI W ST
1“(1+ﬂ) ((1+ﬁ)(ﬁ—1)> (V2 =)

:ln<2 f—l).

N = N

(ln(4) —1In(1+ \/5))

15.4 b) On force & apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1 2 1
dt = — 7dt:—[l ¢ 1}
/L e Ul B vl LG
Va v a
1 1 fa+1
:%(ln(a—kl)—ln@)):%ln( 5 )

15.5 b) Supposons que A et B soient trouvés. En particulier, pour ¢ convenable, on a

_ 4. Bl-1)
zt—2*A+ t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A =
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De méme, on trouve B = 1.

- 2[1n(t—2) It — 1)]: _ 2[m(%)}:
= 2(111% —ln%) = 2(1112 —|—1n(2)> = 2111%.

15.6 b) Soit t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule

3 3
2 11 3 t—1\1° 2 1 4
2 at=2 ) (= - Dar=2[me -1 -me)| =21 —2(mZ i) =2m>.
/2,t2—t /Q(t—l t) [n( ) n()L [n( t )L (n3 n2> "3

15.6 ¢) Soit t € [0,1]. Déja, on a t* + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3) et

1 1701 1
(t+1)(t+3) _§<t+1 7t+3>'

Donc, on calcule

1 1
1 1 1 1
/O t2+4t+3dt_§/0 <t+1_t+3)dt
1 ! t+1\1"
_l(lnl_l 1):11 3
2\"2 T3/ 22

15.6 d) Soit t € [0, 5]. Déja, on a

Puis, on calcule

15.7 Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a

11 1 1
t2—a 2Ja\t—+a t++va)
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Donc, on calcule

c\g
e
|)—‘
)
&
|
3
—
L
g
D
S
+
g
~
J’_
B
S
\
N
é»—l
’T|
=]
D
5
il
N——
_
o
[\]
&~
?
s
Sl
N—

b 1 t\]' 1 1 1z o«
/0 mdt = [\/g arctan<\/§>}0 = <arctan(\/§) arctan(0)> =756 673

S

= \;Q <arctan(\@) — arctan(&%)) = % (arctan(\/i) + arctan <\}§> ) .

. . . 1 s
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que Vz > 0, arctanz + arctan — = —. Donc, on a
T

2
/ 1 dt = 1l
) V22 22
15.10 a) On force le terme en z & apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 s Ny . . N N L s . . L2
(z +a)”, ol a est & déterminer. Puis, on force & apparaitre le troisitme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu'on
ajoute-soustrait. On trouve :

m2—|—m+1:x2+(2><%><x)—|—1

Il
8
(N
+
—
[\]
X
|
X
8
~
_|_
/~
| =
N——
N
I
/~
| =
N—
N
_|_
—

15.10 b) On procéde comme précédemment mais on commencer par factoriser par 2. On trouve :

2
3 3\ 2 3\2 1
e ()
(“" 1t \q 1) T3
3\2 1 3\2 1
=2<(m‘4) ‘16):2(“4) ~3 (car 3 =35 = —16)

15.10 ¢) On trouve v2z° + %x +v2 = \/ﬁ(x + %)2 +v2=2,

2x2—3m+1=2(m2—§xx+%)
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15.11 a) On calcule

0 1 0 1 2 1
7dt:/ 7&:/ — 36 (en posant 6 = ¢ + %)
/7114'75"*_252 —1 (t+%)2+% 7%924_(?)2 ’
= l arctan 2—6 : = i arctan L —arctan| ———
3 311 3 V3 V3
—ixarctan L = Am —2—7T
3 3 V3x6  3V3

1 1 1/2
, L—t+t o (t—1/2°+3 _1/292+<§>

1/2 1/2
= 2/ %d@ = 2{1 arctan E} (avec a = @)
0 2 V3 a alo
024 (%

27

_ 4 1 T _ 2m
V3 V3 36 33

Or, pour t € R convenable, on a

Donc,

15.12 a) On force le terme en = a apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 N N 4 . . \ A, PR . 2 . s 2
(z +a)”, ot a est & déterminer. Puis, on force & apparaitre le troisitme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu'on
ajoute-soustrait. On trouve :

1
x2+a:+1:x2+(2><§><m)+1

2 2
m2+(2><%><x)+(%) —(%) +1

_< +1)2+§
“\*T3 1
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15.12 b) On procéde comme précédemment mais on commencer par factoriser par 2. On trouve :

21’2—3$+1:2($2—SX$+%)

ORI

I

2o
N

8

V]

[

2o

X
] w

2 2 2 3
a1’2+a2w+a3:a(x2+ax)+a =a (x—|—7) L +a :a(:t—kf) —|—3i.
2 4 2 4

15.13¢) Ona

1/2 1/2 ]
= 2/ ! 7 df =2 [f arctan f} (avec a = @)
: 0
e (9)
_ 4 rcten Lo 4ATm_ 2m
V3 V3 V36 3V3
15.13 d) Déja, on a 6t> —5t+ 1= 6(t — %) (t — %), pour t € R. Donc,
1 1
4 1 1 [4 1
7(1,5:,/ ——dt.
/0 62 — 5t + 1 6Jy (t-H(-1)
Or, pour t € R convenable, on a
1 _ ( 1 1 )
D\
Donc,
1 1 1
4 1 1 1 1 : - 1
/0 6t2—5t+1dt:{ln(i_t)_ln(g_t)h [ln(;tﬂo
1/4 1/2
In[ 4 )| —In[ %= | =In(3) —In(3/2) = In(2
(28 - 22) - o - i
123
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IFiche n° 16. Systemes linéaires

Réponses
16.1 8) ce e (B} 164a) .o {(2,-1,3)}
16.1 D) oo {(7,2)}|  16.4b) ... {(-1,4,2)}
1 2 16.4 C) .o
16.1C) v -z )
33 9
16.4d).............. {(—7—2,72>;26R}
2 V2
161 d) voveeeeeeeeeee ) {(*f f)}
_— 16.5 a) {(1 ! 1)}
DA , =, =
16.2 a) {(1—a 1+3a>} 22
o 42 8 16.5 D).
16.2 D). e (2,-3)]  16.5¢). .. [{(52,1-42,2) ; 2 € R}
1 5 2 3 1 1
16.2¢)...oon.... —a+ —a*, —a— -—a’ 16.5d) ..o 1
2 {(13 MEERRTE 13”)} 6.5 d) {(’a+2’a+2>}
16.2.d) . oeeeeeeie i [(a—20%.a+a®)| 16.6a). .o, (5,3, -1)}
16.3 ). ceeeeeeenanan.. ‘{(1 2, —2,2)z € R}‘ 16.6 D). ..
16.3Db) .o \{(1,y,3+2y);yeR}\ 16.6 ¢) .. {(CL?_;.a—l7a2_a—1’—a2+a+lc>}
a3 —1 a3 —1 a3 —1
13 5 1 4
16.3¢)......... {(6 3 »—3+3Z,2)§Z€R} 16.7 8) ccein e {(0,0,0)}
_ _ 16.7b) ... {(z,y,—z—y); (z,y) € R?*}
2 IR ) )
16.3d)...... {(z,ls 2x,245—11:>;x6R}
16.7C) oo [{(,2,2); z € R}|
Corrigés
16.1 a)
x—2y=1 r—2y=1 r=1+2x1 y=1
{39:+4y—13 Lwi’m{ 10y = 10 ‘:){y_l <:>{a: 3
50 1) %2 +y =16 - se=21 [ a=7
’ T—y= Li«Li+Ly | T—y= y=T7—5=
T 142X 2
3z — 6y = -3 T—2y=-1 r—2y=-1 == 373
LELL o) {2x+2y—2 C){x—i- y=1 L2<—<L:Z—L1{ 3y =2 < yzg
3
16.1 d)
2
V2 5= Y2
3z — 4y = —V2 - 3r —dy = —V?2 v =4x 5= —V2 - 3
6x —+ 2y = 3\/5 Lo+ Lo—2L1 10y = 5\/§ _ ﬁ \/Q
2 yZT
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3 z=1-2
2 =2 3z + 2 =2 y=loge 4
162a) | ETTW= = v= P
20 +4y = a4 Lo« Lo—2L, —4dr=a—4 L ) 3 3 -1 3
TTiTa y=lmgtReT g T
16.2 b)
x—ay=3a+2 z — ay=3a+2 r=-3a+3a+2=2
{ ar+y =2a—3 Lzeﬁah{ (a2+1)y:—3_3a2 1ta2z0 | ¥y=—3
16.2 ¢)
1 5
_ 1 2 = —a+ —d
3r+by=a 13z =a+ 5a° m—ﬁa—l—ﬁa 13 13
2 = 2 = ==
20 —y =a" Li+5La+L 2r—y=a 1 5 o 2 2
y=2x—a y:2x(ﬁa+ﬁa) a —ﬁa
16.2 d)
2y = 2y = = — 2 = — 2
x4+ 2y =3a , x4+ 2y 3a2 sl 3a g(aJra) a—2a
2c+ 3y =5a —a” Lo«Ly—2L; —y=—-a" —a y=a+a

16.3 a) { z4+2y+z=1 — {:c—|—2y+z—1 @{x+2y—1—z ¢>{x—l—i—z

3T+Y—22=3 LyeLy—3L, —5y—52=0 y=—z y=—z
3r —2y4+2==6 dr =14 r=1 r=1
L6 12) {m+2y—z——2 L1<_L1+L2{x+2y—z——2 <:>{2y—z——3 <:>{z—2y—&—3
16.3 ¢)
T — +3z—§ 96—7—1+7273,er§ x—gfiz
YyreE=gy Toy+32= 3 73 2 6 3
<~ -
9 3 Leela—In 3y — 4 1 -1 4 -1 4
rhAymE=g voREE =3 3 3 "3
16.3 d)
5 5 5
5m+y+2z:f§ 5x+y+2z:f§ y+2z:7575x
L <L:>+L <
2¢ L2 1
2m—y+22:—§ Tr + 422—% 422—%—7m
5 BT 5 3
Y= 73 272" 712 2
<
-2 T
24 4
16.4 a)
r+2y—z=-3 r+2y—z=-3 r+2y—z=-3
2 —y+2=28 <= —5y+3z=14 = —5y+3z=14
3x4+y+2z=11 L2+ Lz —2Ly —5y+ 5z =20 "eltele 22=6
L3(7L373L1
r+2y—3=-3 r+2y=0 =2
= —Hy+3x3=14 &< y=-1 S y=-1
z=3 z=3 z=3
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16.4 b)

a—b—c=-T7 a—b—c=-T7 a—b—c=-T7
3a+2b—c=3 — 5b+2c =24 — 5b+2c =24
da+b+2c=4 L2 La—3L 5b46c=32 TeTleThe 4e=8
L3(—L3—4L1
a—b—2=-7 a=-5+4=-1
= 504+2x2=24 << b=4
Cc = c =
r+3y+z=1 r+3y+z=1 r+3y+z=1
16.4 c) 20 —y+2z2=-1 — —Ty=-3 — —Ty=-3
z+10y+2=0  L2< Lo—2L Ty =—1 Laclatls 0=—4
L3<¥L37L1
Le systéme est incompatible.
16.4 d) On va extraire y de la deuxiéme équation, puis résoudre par substitution.
3x+2y+32=0 Tx + Tz= -2 T + Tz=-2
20 —y+2z=—-1 = 20 —y+2z2=—-1 & 20 —y+2z=-1
4 +5y+4z=1 Li <+ L+ 2Ly 14z + 14z = —4 0=0
L3+ L3+ 5Ls
x z 2
2 =" 77
P 7
@{m— Z- = PN
=2 2 1 4
y=2zc+2z+ y:—2z—7+2z+1:§
7 7
16.5 a)
r=1
r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1 1
z+2y=2 <~ y+z=1 — y+z=1 & y=3
2r 422 =3 Ly <+ Ly — Ly 2y 44z =1 FsTlstile 6z =3
Ls + Ls — 2Ly =L
T2
16.5 b)
r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
r+2y—2z=2 — y—z=1 = y—z=1
2 —2y+22=3 Lo Lo—1Is —dy 44z =1 Peletale 0=5
L3<*L372L1
Le systeme est incompatible.
16.5 c)
r+y—z=1 z+y—z=1 1 .
{x—|—2y+3z—2 — { y+4z=1 ©{$:1(14z4z)+z+1—5z.
2% +3y+2:=3 Lo« Lo—1In y+dz=1 v¥=
L3(*L3*2L1
16.5 d)
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r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
z+2y+az=2 = y+(a+1)z=1 = y+(a+1)z=1
{ 20 +ay+2z=3 Le<Lo—1Ly { (a—2)y+4z2=1 L3HL3+(2G)L2{ 44+ 2—-a)(a+1)z=3-a
L3 <+ L3 — 2L
r+y—z=1 r+y—z=1
< y+(a+1)z=1 < y+(a+1)z=1
(4+a+2-d°)z2=3-a (—a®* +a+6)z2=3—-a

On factorise le trinéme —(a”> — a — 6) = —(a + 2)(a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.

z+y—z=1 1 1 1
Dot:{ y+(a+1)z=1 e y=1l-(at )Xa+2 ={ y= =
(—a’>+a+6)z=3—a

r — 2z2=7 r — 2z2=7 r — 2z=7 r=T7+42z r=25
2r —y =7 = —y+4z—-7 — —y+4z—-7 &< y=74+42 &< y=3
Lo« Lo—2Lq % — 2 =T L+ L3+2Lo a7 =1 _

T—z= x — z=

rT—y=2 <— y—2z=0
y—z=2

Le systeme est incompatible.

arx—y =c = —y+a*z=(1-a) = y=(a—1)c+a’z
Lo<Lo—alq L3« L3+alo

{m —az=c T —az=c r=c+az
ay—z=c ay — z=c (@®—1)z=(14a—-d*)c

a est un réel différent de 1 donc a® — 1 # 0, on peut déterminer z dans la troisitme équation.

—a>+a+1 _—a2—|—a—|—1
(a—1)(a2+a+1 a3-1

Z=2cC

r=c+az 5 1 9 1
y=(a—1)c+a’z & y:(a—l)c+a2_a tat+l _a—a+l

(@®=1z=01+a—d)c a® -1 a® -1
—a’+a+1 _a2+a71
a’—1 ¢ a’—1

r=c+a

r+4dy+z=y r+3y+2=0 | = z4+3y+2=0 = 2y =20
T+y+dz=z t4+y+32=0 reshatletls) (g4 913, =0 Lo« La—1ILs 22=0
Lg(*Lg*Ll

{4x+y+z=fv {3x+y+z=0 {x+y+z:0 {w+y+z=0
-~
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dr+y+z=3z z+y+2z=0
z+4y+z=3y &4 z+y+z2=0 Sz=—-x—y

r+y+4z =3z r+y+2=0
16.7 ¢)
dr +y+ 2z =6z —2x+y+z2=0 0=0 _ _
rt+dy+z=6y &< x—2y+2=0 — z—2y+2=0 @{x32y—gzz0 @{x;
T+y+4z =6z THy—2:=0 rThtletls (o0 2,20 Y - y=

128 Réponses et corrigés



I[Fiche n°17. Nombres complexes|

Réponses

17.1a)....... [EE2T] R 4190 1720)......... 9% | 17.3¢) [{1+1i,—-1—1}

. 20 29
17.1b)........ 1726, g ’17.3 Ao o
: 1 V3 {1—2i,—1+2i}
171 c¢)....... 7 — 241 . ; o ’
) 17.1h)..... 3”2 17.29)...... 100~ 5

' 17.20). ... T\ '

17.1¢).. = 172D 2cos( 3 )e'? vrany. | Ll
17.2b).......... 8el™ NCRNG

17.146) ... 3 n 1. — 17.3a)....... {—i,i}
10 10 17.2¢)........ V3el? 17.4.0) RS
17.3b)... | {—v2,V2} ' V2 2

17.2d)........ 2%
Corrigés

17.1a) On développe : (2 + 6i)(5 4 i) = 10 + 2i 4 30i + 6i> = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.
17.1b) On développe : (3 —i)(4+i) =12+3i—4i—i’=12—i+1=13—1i.
17.1¢) On développe : (4 —3i)> =4 =2 x 4 x 3i + (3i)> = 16 — 24i — 9 = 7 — 24i

17.1d) On développe : (1 —2i)(142i) =1° — (20)° =1 +4 = 5.

Ou bien : en posant z = 1 — 2i, on reconnait la quantité zZ, c’est-a-dire |z|?. Ainsi, (1 — 2i)(1 + 2i) = 1> + 2* = 5.

17.1 e) On développe :
(2 —3i)* = ((2731)2)2 =(4-2x2x3i-9)°=(-5-120)° = (54 12i)> =5+ 2 x 5 x 12i — 12° = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du bindme de Newton,

4
2-3)' =) (:) 2k (=3i)**
k=0
= (=3i)" + 4 x 2 x (=3i)> + 6 x 2 x (=3i)° +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81 + 216i — 216 — 961 4 16 = —119 + 120i.

3+i 3+i 3

1
17.1 f)  On utilise I'expression conjuguée : - =

17.1 g) On utilise 'expression conjuguée et on développe :

2—-3i  (2-3i)(5—2i)) 10—4i—15i—6 4 19,

5+21  (5t2)(G_2) 5 +t22 20 20"

17.1 h) On utilise la définition de I’écriture exponentielle et la trigonométrie :

e 15 = cos(—z> —|—isin(—z> = cos(ﬁ> —isin(z> = 1 — ﬁi
N 3 3/ 3 3) 2 27

17.2b) Ona|—8 =8et —1=¢".
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17.2d) Ona|—2i|=2et —i=i=¢'% =¢'2
17.2 e) On écrit que —2 = 2e'™ et on utilise les propriétés de I'exponentielle

17.2 f)  On calcule |5 — 5i| = \/52 + 52 = \/2 X 52 = 5v/2 et on écrit

5— 51—5\[(\[ f>—5\[(cos 718111%).

17.2 g) On calcule | — 5+ 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

54513 = 10(—; +i\é§> - 1o(cos(—§) +ism(—§)).

s s 0
i >
|—2COS(*12) (car COS(12> >0et

jusy

On en déduit que Décriture exponentielle de e'3 + e est 2 cos(l)ei%.

-
\]
N
=
=
o
=
@D
(e}
=
=
+
Q0
[=
o]
[¢]
W)
+
[¢]
[
|
[¢]
N
/~
CD.—
—~
ol
|
INE
—
+
m»—A
—~
ol
|
INE)
—
N——
I
CD.-
Gl
—
CD».a
H
)
+
[¢]
=
)
N—
|
[N}
Q
o
73}
/N
E
—
CD»—-
INE)

17.3 d) On cherche (a,b) € R® tel que (a+ib)® =3—4i ce qui équivaut a:a’>—b> =3, 2ab=—4 et a’+b°=5

ce systéme a deux solutions (a,b) = (1, —-2) et (a,b) = (—1,2)

17.4b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

(1+V2+1)° A4V 201+ V2)i— 1

T V2DV (1+v2) +1
Cl42v2+242(1+V2)i—-1  242v2+42(1+V2)i
B 1+2v2+2+1 B 442V2

_2(1+\/§)(1+i)_i+ii
CO2V2(V241) V2 V2

17.4 c¢) Enfin, z = g + gl =¢'T donc 22°% = (ei%)2021 = o THim,
Comme 2021 =4 x 505+ 1, on a Q2EHIT _ POSITE R _ 505im g i
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IFiche n° 18. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
1 3 )L
181a) ... Z€os(3x) + Tcos(x) | 18,2 g) ... 05 (1) 121
4 4 bln(i)
18.1b L 4 1 2 ! 7T
Ab)eciinn 4 cos(4z) + 2 cos(2z) — 4 18.2h) i 227 cos”(ﬁ)e‘%
1 1 3 1 -
18.1 ¢) 3 cos(6) + 1 cos(4z) — S cos(2z) + 1 18.32) vt QCOS(T)eng
sin(9z) =~ 3sin(bz) sin(3z)  3sin(z) [T\ il
18.1 d) T T T 18.3Db) . i QSIH(E)G 12
18.1 ¢) cos(9z) | 3cos(dz) | cos(3z) | 3cos(z) 184a) ...l ‘40053 — 3cos(x ‘
8 8 8 8
1 1 1 184Db).......... 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin® ‘
18.11f)....... ~1 sin(11x) + 1 sin(5x) + 3 sin(3x)
18.5a) . coiiiiii ‘2cos (2x) cos(z ‘
T i
18.2a). ..o 2(:05(12) " 18.5b) i ‘2(:05 (4x) sin(x ‘
18.2b) oo <QCos<E)>ei51§ 18.5 C) et ‘2811’1 sin(2z) ‘
185 d) e ‘25111 (4x) cos(z ‘
18.2 2sin( = )e 13"
—_ 12
2 C) 51n(12)e 18.68) o sin(32) bjn(%)
= sin(3)
18.2d)..cvviiii 2 cos ( 2>
sin(8x)
I18.6 D) oo
) 2sin(x)
18.2€) i 2(:05( )
1816 C) ettt [0]
18.2f) .o 251n(24>e i
Corrigés
18.1 a) On calcule :
. . 3
3 e’ + e " 1 3ix 2ir1: ir —2ix —3ix 1 3ix —3ix 3 iz —ix
cos()—( 3 ) 7§(e + 3e 7+ 3e7e +e ):§(e +e )—I—g(e +e )
= icos(?;x) %cosx
18.1 b) On calcule

( 21T+e—2ix) +2) _

1 1
—1 cos(4z) + 3 cos(2z) —
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18.1 d)

On calcule :

2 i - 16

3ix —3ix 2ix —2iz \ 3
— 1 i —3i i ix —2i —6ix
cos(3z) sin®(2z) = (e te ) (e 2,e ) = (¥ +e77) (%% — 3e* 4 3™ HT — e7O)

1 iz —9ix iz —bix 3ix —3ix ix —ix
= (eg —e P 3™ — e ") £ &M — e L 3(e" — e ))

161
= fé sin(9z) + %sin(t’m) - ésin(&c) - %sin(m).
18.2a) 1+e6 =¢'12 (e_lll + eill) = 2C05(%) 'tz
————
>0
18.21h) 14 ed — % (o 55 9% 2 9 _ (o 7 G o-im _ (o 7 -i%%
.2 b) +e =e (e +e ) = cos(ﬁ)e = (f cos(E))e e = (7 cos(ﬁ>)
———
<0
18.2 T 1= (e _eiTe) =i T2 (2 T)) =2 515 — 9 -~
2¢) et —1=e (e —e ) =e (— 1sm(ﬁ)> = mn(E)e s1n(1—)e
18.2d) 1+4ie's =1+ e = e51i;2005(%) = ZCOS(%)eS{;
18.2¢) —1—-¢'t = —¢'12 (eﬂ% —|—e‘1l2) = —2(:05(%) 'z = QCOS( )e'12+”r = QCOS(%)GI%
<0
18.21) 1-—¢'12 =¢'2t (—21sm(ﬂ)> = QSin(ﬂ>e‘24e 2= 251n(ﬂ>e_1114Ir
18.2 g) On fait le quotient de a) et f).
18.2 h) (1 +elﬁ) = (2008(1)8%)27 =2%"co 27( )614
’ 12 12
iz iz Ers [ E-% (E-E T\ 5z
18.3a) €3 +e'2 =¢" 2 <e z 4e 2 ) 72005<ﬁ>e 1
>0
. . T4z T_z n_z o e ,r
18.3Db) €3 —e2 =¢ =R <e‘ R ) = QSm(l%)ie5112 = 231n(%)eslﬁ+l? = 25111(112) s
———
>0
18.4 a) On calcule :
cos(3z) = Re(e”) = Re((eiz)?’) = Re((cos(:v) + isin(m))3)
= Re(cos” (z) 4 3icos”(z) sin(z) — 3 cos(x) sin’ () — isin®(z))
= cos’(x) — 3cos(z) sin®(z) = cos®(x) — 3 cos(x)(1 — cos®(z))
= 4cos®(z) — 3cos(x).
18.4 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e*'™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(m))4)
= Im(cos*(z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(z) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin*(z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).
18.5a) cos(z) 4 cos(3z) = Re(e'” + ¢**) = Re (eiH?Sw (™) 4 eiz)) = Re(e2i12 cos(x)) = 2cos(2z) cos(z).
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18.5 b) sin(5z) — sin(3z) = Im(e”™ — &**) = Im (e4ix(eix - e_ix)> =Im (e41121 sin(m)) = 2 cos(4x) sin(z).

18.6 a) Si z € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e' + e** 4 &**)

1— e411

= Im(l + e 4 () + (eiw)‘g). Or, ¢ # 1 donc 1 + €' + (%)% + () = g

On utilise maintenant ’astuce de I’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im (eziz 415111(2:6)) = Im (eis'zm sin(2ac)> — sin(%‘"”) sin(Zx).

e'2 —21sm(g)

18.6 b) Siz € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2kw avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :
cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e” 4 &** + &7 4 ™)
_ Re(eil'(l 4 (e2iZ) + (62ir)2 4 (e2im)3))'
Or, ¢ % 1 donc

1— (ef™)? w1 — (e57) o €M% —2isin(4x) 4iz Sin(4x)

eix (1 + (EQix) + (GQix)2 + <62ix)3> — ei:c —e —e —e

1 — e2iz 1 — e2iz elz —2i sin(l‘) sin(w) '

Finalement, on a
cos(4x)sin(4z)  sin(8x)
sin(z) "~ 2sin(z)’

cos(z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

18.6 ¢) On calcule :

2 4 f 5 ™ : T .
cos(z) + cos (Jc + %) + cos (m + %) = Re(em NS AN R el(”%)) =Re| e” (1 +j +j2) =0.

—_———
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IFiche n° 19. Sommes et produits|

Réponses
19.1a). ..., n(n+ 2) 19.3a) . ceeeiinn.. 94—p+1 19.6a). ...,
n(n+1 2
01 T A D+ 4) | 19.3b) 0. S| 19.6b) .
1
19.3¢) ... 5 (n)? 19.6C) ... -
19.1 ¢) n(on + 1) -
B 2 19.3d) . e, [0] "
i D 19.6d) ................. "
-2 — n(n +
19.1d)......... (=20 =7 j94a).............. 5
: 19.7 a) n*(n+1)
19.4b) ... O T 2
19.22) ....... nint{n+2) ) (9]
3 19.4¢)...... 2 o-on| b) n(n + 3)
5 Tb) 1
19.2b)... [n(n+1)(n® +n+4)| TR
5 19.4d)............ — n(n? —1)
19.2 C) ........... 5(377,72 1) 19.7 C) .............. #
19.5a) .......... (n+2)% — 23 _
1 (2)"+1 19.7 d) y n(n+1)(7Tn* +13n+4)
19.2d)....... pntl § 19.5b) ..o, In(n + 1) 12
1 n(n+1) |
7 5e) . 19.7¢€)....o.... —— In(n!)
19.2¢)... | (7" = 1) +n(n+4) 19.5 c) L N 2
n(n+1)(4n —1)
1 19.5d)..ooenn... n+1)—1|  19.7f).......
19.2 ) .o nt ) (nt1) ) 6
2n
Corrigés
n—+2 n+2
19.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nz 1=(n+2-141)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
19.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk =1Tx (n+2-2 +21)(n +2+2) = T(n+ 1;(71 i 4).
k=2

19.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

3
3
3

19.1 d) On utilise la linéarité de la somme :
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19.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1)= Z K+ k= K+ Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

, . , 2 4+ 1)2n+1) n(n+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : ; k* = —s D’ou ; E(k+1)= —

19.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

n

S (kR +2) =43 K +8Y k= 4"2(": D s"("; D (4 1)(n(n+1) +4) = n(n+1)(n +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1—3n =2+ 9
19.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a 23'“ =3 13 = 5(3” 1)
k=2

19.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

n ~ n B n k 1— (%)n—O-{—l 1— (Z
2k5n k — 5n 2k5 k — 5n (g) — 5n 5 — 5n+1 5 )
2 2 2(G) =t T e

SIS

19.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

i _ K - - =1 n(n+1)  Tin
DT +ak—n+2)= 744 k+(-n+2)> 1=7 sttt n= (T =D 4t
k=1 k=1 k=1 k=1
s . 1 2 n 1« n+1
19.2 f)  On utilise la formule suivante ﬁ+—2+ +ﬁ ?;k— o

k=1

19.4 a) Avec ce changement ou renversement, on a k = n+ 1 — j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans

n n n(n + 1)

le bon ordre. OnaZ(n—i—l—k) :Zj: —
k=1 Jj=1

19.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a
k=mn+41—j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

oo . "o
ZE_Zank:ZE_Z}‘
k=1 k=1 k=1 j=1
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19.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2T =2y i 42y "
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
- 1—2"
_ ‘0l _ n — _ _ n+1l _on
=2|) 2 —n2 +25 5 =25, —n2 2(1—2")
Jj=1
Dot S, =n2"t +2(1-2") = (n—1)2""" +2
n+2 n 2
3 _ 3_n (n+1)
19.4d) Ona) (k-2)°= = T
k=3 7j=1
19.5 a) On reconnait une somme télescopique
n+2
D+1)P -k =8 -2 44— 4 4 (n43)° - (n+2)° = (n+3)° - 2°
k=2

19.5¢) Enécrivant k=k+1—1,0ona:
)P ol L£5 G § PR o U5 SRS S N o [ MNND S O S
P (k+1)!_,€,1 (k+1)! _kﬂ (k+1)!  (k+1)! _kil Ko (k+1D!| (n+ 1)

19.5d) Enécrivant k=k+1—1,0ona:

D hxE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)!—k]=(n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
19.6 a) Onécritn%:%x%x ”lenirl_rwﬂ

2%k+1 3 5 7T 2n—1)4+1 _ 2n+1
= — X - X=X X X
Hop—3~ 17173 2(n—1)—3  2n—3
2(n—1 1 2 1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)2n+1)=—(2n-1)(2n +1) =1 — 4n°.
19.6 ¢) En mettant au méme dénominateur g(l-i)—g(kkl);xgx Xn;lf%

19.6 d) Il faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

— 1 k2 —1 (k= 1)(k+1) k-1 Tk
0~ 5) -11("% >:H2kxk :<Hk>><<kl_[2k>
nfl)x(?; %X‘..Xn+1>:ixn;rl:n;;1
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19.7 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

3= (ZJ> <Z ) _ (”2+1)n: n2(n2+1).

1<i,5<n j=1

+1 1 1~ (n+3)
iEh] _n(n+3)
> - ZZ Z ZZ—Z §ZJ+1 s k==
1<z§]<'n Jj=1 i=1 i= j=1 k=2
Signalons, qu’en revanche, autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
19.7 ¢) 1l faut faire attention & 1'inégalité stricte :
n j—1 n 1)
Jj— .
SRTTES HYDTED 90 SS9 B ol ES ST
1<i<j<n j=2 i=1 Jj=2 j=2
S [-a] = (o) =5 (L) -1 ()
2 2 2
j=2 j=2 j=2 j=1 j=1

3[nn+1)2n+1) nm+1)| 3nnh+1)2n+1-3) nh+1)n-1) nn’>-1)
6 2 B 3% 2x2 B 2 2

19.7 d) On développe d’abord puis on choisit 'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

Yoo+ = D> 42+ = > if+2 Y ij+ > 5

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<G<n
n J n J
)R ) S -2l Zl) )05
i=1 \ j=i =1 \i=1 =1 \i i=1 j=i j=1 i= j=1 i=1

3

=342 A D S ) ] )+
(n+1 Z Zl +ZJ +Z]+ ”+1)

nn+1)2n+1) n (n—|—1)
6 * 4

=(n+2)

n(n+1)(Tn? + 13n + 4)
12 '
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19.7 f)  On fait une sommation par paquets :

Z max (i, j) Z max (i, ) + Z max (i, ) + Z max (i, j)

1<i,5<n 1<i<j<n 1<j<i<n 1<j=i<n

IR z‘+zn:z'

1<i<j<n 1<j<ign i=1

n j—1

B . on(n+1) o
7QZZ]+T par symétrie

j=2 i=1
= . n(n+1 = . n(n+1

“23 i+ M S i MY
j=2 Jj=1

n

j=1

—+

n(n+1) 2[n(n+1)(2n+1) _n(n+1) n
2

1
:%(4n+276+3):
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v 5 v T s
Réponses
20.18). ... ... 0100 00 k41 20.58). ...
BC)
20.1b) e 720 R ] 205 )i [0]
1 20.3d)......... (n+2)(n+1) n
20.1C) e 0 20.5.0)
1 n
201 d) 20.3€).cuiinnn... TES 20.5d) ... 12 x 15
Ad)oo n !
- 20.62) . ............... 161051
20.1€) i 56 nl x (n—3)
20.3 6 : 20.6b)............... 1,030301 |
20.16€) oo 140 ) 22n+2 -
5 5 20.78) i
20.28) i = 204a). i <10) 20.7b) oo o1
9 10 20.7¢)..oon.... n(n+1)2"2
20.2b) ... <4> 20.4b) ... ( )
6 2n+1 1
20.7d) ..ot
20.2¢C) i 2™ x n! 10 0.7 d) n+1
20.4C) .. ( . )
2 ! n—1
20.2 d) .............. ( n + ) 20-8 a) ................. n2
27 x n! n+1 n—1
20.4d). oo ( ) 20.8b) ... n2
20.3 n(n —1) P —
Ba). ) 20.8¢).......... n(n+1)2
n
204€). i n+1
n(n —1)(n — 2) (p+1) 2 1
20.8d) ...t
20.3b)....... c ) o
-1
20.4f) ... (n )
p
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
20.1 a) On calcule : o1 = ool = 99! =101 x 100 = 10100.
! !
20.1b) On calcule 1%: 10X97X'8X7' =10 x 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
20-1¢)  Oncaleule: 41— o = oo~ S = 5 T 5 T hxAx3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
20.1 d) On calcule <2> S oAl s axd - 3 15.
8 8! 8Xx7x6x5 8x7x6
20.1 e¢) On calcule : <3>_3!><5'_ TRV = 5x3 =8 x 7 =56.
7 7! AXxTx6x5x4x3 Tx6x5x4
20.1 f) On calcule : 4 x (4) =4 <3 = 1% 3 < 3] = 233 = 140.
!
20.2 a) Pardéﬁnitiom9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!><6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:%.
!
20.2 b) Comme pour le calcul précédent, ona 6 x 7 x 8 x 9 = % Or, 2 x 3 x 4 =4!. Ainsi,
6x7x8x9_glxl_ 9y (9
2x3x4 5174 \4) \5)
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20.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 X --- x (2n), produit qui contient n
facteurs. Ainsi,
2Xx4Xx6x--x(2n)=2"x(1x2x3%x---xn)=2" xnl

20.2 d) On multiplie le produit 3 x5 X7 X ---x (2n+1) par le produit 2x4 x 6 x - - - X (2n) de la question précédente.

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)

Donc, on a

(2n +1)! (2n + 1)!

:2><4><6><~~~><(2n): 2n x n!

PP n n! nxn—1)x (n—-2) n(n-1)
o P fi = = =
20.33) Par définition, (2) 20 (n— 2)! 2% (n— 2)! 2
o B n! o nax(n-1)xn—-2)x(n-3) n(n-1)(n-2)
20.3 b) Par définition, (3> 3% (n —3)! 3% (n—3)] = =
20.3 ¢) On calcule
(%) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
[0 [ R :k'x(n—k)' X n!
(k+1) (k+1)!'x (n—(k+1))! : : :

Ck+ D) xEx(n—k-1)! k41
Tk x(n—k)xn-—k-1! n—k
m+2)! (n+2)x(n+1)xn!
n! n!

20.3 ¢) On réduit au méme dénominateur 1 i = ntl - n = (nt1)—n = L .
nl (n+1)! (m+1)xn! (n+1)! (n+1)! (n+1)!

20.3 f) On réduit au méme dénominateur

(n+1)! n! (n+1)! 22 xn! (n+1)!—4xnl (n+1l)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(nt1) ~ 92n 92n+2 92 y 92n 22n+2 - 22n+2 22n+2

20.5d) On calcule
Z gk+2 (Z) « g2kl Z 92 s 9k (Z) « gl gnk
k=0 k=0
_ n+1 n\ 5k n—k
=4x3 sz (k)z x 3
=0

=4x3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 157,
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20.6 b) (1+0,01)° =14 3.0,01 + 3.0,0001 + 0,000001 = 1,030301.

20.7 b) On dérive par rapport a z la relation (1 + z)" = (n) z".

k
k=0
On obtient n(1 +z)" ' = Z <Z> x kx ot
k=1
, _ . n—1 __ n . . n _ n o n—1
On évalue en z = 1 pour obtenir n(1 + 1) = 2 (k) X k. Ainsi, kz: (k) X k= 2 <k> X k=mn2""".
=1 =0 =1

20.7 ¢) On dérive deux fois par rapport & x la relation (1 + x)" = (n) z".
On obtient n(n — 1)(1 4 2)" > = <Z> X kx(k—1)xz" 2
k=2

, o . _ n—2 __ = n _ . . - n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) xkx (k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—1)2""".

k=2

s s el n n o n 2 n
Or, par linéarité, onaz (k) Xk x ( (k) x k x k—l)—z (k) x k Z (k) x k. Donc,

k=2 k=0 k=0 k=0
n 2 _ . n _ n—2 n—1 n—2
<k>><k =y (k)xkx(k 1)+ <k>><k—n(n 1)2"% +n2 n(n+1)2

k=0 k=2 k=0

20.7 d) On integre entre 0 et z la relation (1 + x)" = (Z) On obtient
k=0

n+1 n+1 k)" k+1
k=0
"\ /n 1 ontl
A1n51,Z <k>xk+1: —
k=0
n n _1
20.8 a) (Z)xk::z (Z_1>><n:n2" !
k=0 =1
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IFiche n° 21. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
21.18) ... 50 s lnlégl/)g) 215 8) et 12,4]
211 b) o iy 215 D) i 4y
2 ln(\/i_l) 2
21.28) ... (3}] 2L4a)............ T | 21.6a)... [z In(2) x 2 + 2z
9 15% In(3/5) + 3% In(3)
21.2b) ... (g 21ab).. {o; ;} 21.6 b). |z G
In(2) 21.6¢)...... |2 (In(z) + 1)
2188) m3)| 21.4¢)..0i.. 1- Eg; :
21.3b) .o — 216 T
In( ¥2-1
213¢) e ~In(3) 21.4d). .. gn(;) ) 21.6€)......coiiinnn.. x—0
In(2) 21.6f).......... x > arctan(x)
Corrigés

21l.1a) |z+2/=3 <= z+2=3ouz+2=-3 < z=1louz=-5

21.2b) L’étude de z — /T + v/ + 1 montre qu’il y a une et une seule solution.

de plus vz + Vo +1 = 2 = (\/5+\/m)2:4:>2x+1+2 r(x+1) =4 = 2y/z(z+1) = 22+ 3 =
4x(1:+1):4x2—123:+9:>3;:%

21.3 b) Soit € R. Alors on a les équivalences 4" =2 x 2” & 2zIn(2) = (z+ 1) In(2) e 2x =2+ 1<z =1

21.3 ¢c) Soit z € R.

Alors on a I’équivalence 2° = 3.4" < zIn(2) =In(3) + 22 In(2) © x = — -

21.3d) Soit z € R. Alors

10" =4 x 5" x 9% & In(10*") = In(4 x 5% x 9%) & 2z1In(10) = In(4) + zIn(5) + gln(g)

2In(3) | _ _ In(4) _ In(9)
& ac(21n(5) +21In(2) — In(5) — 3 ) =In{4) oz = 32 T In(5) —In(3) _ In(20/3)"

21.4a) Soit # € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

—-1£V17 V17T -1 \/17—1<:>
2

. Seule la racine est positive, donc 2% + 4% =4 & 2% = 3

1416 = 17, d’ou deux racines,
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21.4b) Soit z € R. Notons X = 4", Alors 16" —3x4° +2=0& X>-3X+2=0& (X —1)(X —2) =0 o 4" =

1
1ou4x:2©x=00u$:§.

21.4¢c) Soit z € R. Posons X = 3”.
Alors on a ’équivalence 2 x 9* —3* -3 =0 & 2X? - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 144 x 2 x 3 = 25,

donc les deux solutions de I’équation sont E, ie. g et —1. La seule solution positive est > donc 2 x 9" — 3" -3 &
s 3 In(2)
== 1 =1 —1In(2 =1-
3 5 ST n(3) =In(3) —In(2) & = ()

21.4d) Soit ¢ € R. Posons X = 3".
Alors on a 'équivalence 3* +3** —1 =0 < X%+ X — 1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+ 4 = 5, donc les deux

_ . 51
1+ 5. La seule solution positive est V5 1, donc 3°4+3* —-1=0& 3% = V5 &

solutions de I’équation sont 5
-1
acln(?)):ln(\/g )
2
21.5 a) Géométriquement : ce sont les abscisses des points sur le disque ouvert de centre 3 et de rayon 1.
lt—3| <1 <= —-1<z-3<1 <<= 2<z<4
3 1
21.5b) [2z+1]>22 < 224+1<-2 ou 2z+1>2 < m<—§ ou x}i
21.6 a) On n’oublie pas que 2° = ¢”™®) Donc la dérivée de z — 2% est @ — In(2).2°.
21.6 ¢) On écrit que z° = ™). Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e” ™)
21.6 d) Fonction dérivable sur | — 0o;.0[ et sur ]0; +ool.
oy 1 1 _ 1
f(x)_ 1321 (1)2 1+CL'2
1 -1 1 1 1
= —0.
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IFiche n° 22. Suites numeériques|

Réponses
12 22.4d)........ 10 201
22.18). ... = ) 22.7D) 112\5/5
17
22.58). ... —
22.1b) ... 24| 2284y, 3+ (—2)"
_gn+3 1
22.1¢) ... ... % 22.5b) e | 228D 211
(1+V2)" — (1= V2)"
2 1 . 23n+2 3 22.9 a) e
22.1 d) ...... 3( n+ 5) 22.6 a) ................... 5@ 2
22.9b) ... 2v/2
22.22) 22.6b) ... 3069
512 22.108) . ... 257
22.2b)
2.3 5) 22.6 ¢) 3 22.10b)................ 65 537
FS T T OC). i —
1024 22,10 C). .
22.3D) ..o T
22.48) oo 22.6d) ... Toor|  2210d).
22.4Db)..... 10 000 /5 22.10¢€)......... Fop 422711
22.74) i —=
22.4¢C) i 2 001 5 22.10f) ... Frio
Corrigés
2x0+3 12
22.1 a) o:%xzng.
22.1b) =221 E3 g5 gy

100 x (14199) 100 x 200

22.4b) s100 = = 100> = 10 000.

101 x (1+201) 101 x 202
2 - 2

22.4d) s = =101 = 10 201.
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bio1 + b1o3 % + % % 17
22.5 b = = — 12 _ -
a)  bioz 2 2 2 24

17 2 1

225b) T—UIOQ*UI()l—ﬂ*g ﬂ

l—5p 2 -1  3x1023 3069

22.6 b = _
) o0 =0 37T =650 512 512
110 13
22.6 - =) =3 -
€ 90=gox (2) 910 T Tox

2" —1  3x2047 6141
211 T 1024 1024

hie T m/Ex11 115
22.7 b — M2 _ = - ,
) TSRy T B 5 x 5 25

22.8 a) L’équation caractéristique est r? — 7 — 6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi u, = a3" + B(—2)" avec

. o at+p=1 .
a, B € R. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire {3 /825 1 dont les solutions sont . = 8 =
o — =

22.9 a) L’équation caractéristique est ici 7> — 2r — 1 = 0. Ses racines sont 1+ v/2 et 1 — v/2 et v, = A3" + pu(—2)"
1

1
avec A, u € R. Les conditions initiales donnent ici A = 3 et u= —3

22.9 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : vo = 201 +vo = 2v/2.

(1+v2)?—(1-Vv2?* 3+2/2-(8-2v2) , 5
2 2 '

Pour travailler les identités remarquables, d’aprés le a) : va =

2" 41
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IFiche n° 23. Inégalités|

Réponses

Corrigés

23.1a) 1<a<2et—5<b< —3donc (somme membre & membre de deuzr encadrement) 1 —5 <a+b<2—3

23.1 b) Onn’ajamais 6 < a—b < 5 car 6 > 5. En effet, on ne peut soustraire des inégalités, éventuellement multiplier

par —1 (avec précaution) puis sommer, ce qui donne 4 <a—b <7

23.1c) l<a<2et—-5<b< —3donc—-4<—-2a<—-2et—-15<3b< -9

donc (somme membre ¢ membre de deux encadrements) —4 — 15 <3b—2a < —2—9

. 1 1 2
23.1e) —5<b< —3 donc (x — —— croissante sur R”) 5 < 3 < 3
1 2
de plus 1 < a < 2, donc (produit membre & membre de deuzr encadrements avec des nombres positifs) 5 < —% < 3
1 1
23.1f) D’une part 1 < a <2 donc 0 < va—1< 1, d’autre part —5 < b < —3 donc 0 < =] < 25
va—1 1
donc (produit membre a membre de deux encadrements avec des nombres positifs) 6;72 < 55
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23.3d) On sait que 1 — cos(2z) = 2(sin(z))” et en utilisant le résultat de la question précédente on obtient :
1 — cos(2z) < 2|sin(z)|

23.4b) Contre-exemple : 2 = 2 et n = 1 sachant que 0 < In(2) < 1 donc In(2)? < In(2)

1+x S o l4z

1 n+1 1 n
23.4¢) On a vu que pour tout z € [1,2], ( nl(:i)x < ( il(j_c); ,

(In(z))"
142
comme —1 < In(2) < 1, en utilisant le théoréme des gendarmes on obtient que (u,) converge vers 0.

23.4¢g) Onavuquepourtout z € [1,2],0 < < (In(2))", donc (croissance de Uintégrale) 0 < un < (In(2))",

1 1
23.5b) Contre-exemple : © = 3 et n = 1 sachant que ln(§> <0

1 1
23.5 ¢) Contre-exemple : © = 3 et n = 1 sachant que ln(i) <0
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1
1 n
23.5¢) |un| < de or pour tout z € [1/2;1], 0 < |In(z)| <In(2) et 0 < L <1
172 1+ 1+x

1 1
23.6 b) Chacun des n termes de la somme est compris entre — et ——.
2n n+1
1 1 1 1 1 1
23.6 Tost — Ty = _ _ _ _ 0
) i 2n+2+2n+1 n+l 2n+1 2n+2 (2n+1)(2n+2)>
1 1 1 1 1 1
23.6d) Ty —Th = >0

T2 mal ntl 24l 242 @ntDEn+2)

— 1
28.78) uni—un = =2Vt _\/ﬁ)+\/n+1:\/n+1_\/n+1+\/ﬁ
orvVn+14++v/n<2vVn+1 donc Unt1 — un <0

1
28.7b) unt1 = un = =2V _\/ﬁ)+\/n+1:\/n+1_\/n+1+\/ﬁ
or vn+1++v/n<2vn+1 donc upy1 —un <0

1 1 1 1
23.7 c D’une part : vVk+1— VE= —o < ——=. D’autre part : Vi — VkE—-1=—7-—-— > ——
) P VE+T+VE  2VE P VE+VE—1 2vk

Iem 1
Vitl-1<=Y —=<vn
32 F

donc —2v/n+2vn+1—-2< u, <0 et comme vVn+1—+/n>0donc —2< u, <0
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IFiche n° 24. Polynomes

Réponses
241 8) e ~X(X45)|  243d).ii 3+ (X% +2)|
241 D) 20X - DX +1)|  243¢)..... (X - D)(X + (X - 2)(X +2)]
24.1C) it ‘3(X—1)(X+2)‘ 24.30). ... ‘(Xfl)(X+1)(X2+1)‘

24.1d).............. 2AX —1-V2)(X —1+V2

24.4a)............. 3(X + 1)(X + v2i) (X — v/2i)

24.28) ... (X =140 (X —1—i

24.2b) ... [3(X —1+2i)(X — 12

2)
)
)
)

24.2¢) . \(X+1+z NX +1—i

|
|
} 24.5b)......... 2(X—1—i)(X—1+i)<X—>
]
)

24.3¢) ... 3(X +1)(X —V2)(X +V2)

Corrigés

24.1 a) On factorise successivement par —1 puis X : P = —(X° +5X) = —X (X + 5).
24.1 b) On remarque que P = 2(X2 — 1) puis, soit en utilisant une identité remarquable, soit en déterminant les
racines (c’est-a-dire en résolvant I’équation du second degré z° — 1 = 0), que P = 2(X — 1)(X +1).

24.2 a) En résolvant ’équation du second degré z® — 2z + 2 = 0, on trouve que les racines de P sont 1 —i et 1 + %
et, puisque le coefficient dominant de P est 1, que P =2(X —1+44)(X — 1 — ).

24.2 b) On remarque que P = 3(X” —2X +5) puis, en déterminant les racines de P, il vient : P = 3(X — 1+ 2i)(X —
1—2i).

24.2 d) On remarque que 1 est racine évidente de P, on peut donc écrire la factorisation : P = (X — 1) x @ avec Q

un polynome de degré 1 (car deg(P) = 2). On cherche donc des complexes a et b tels que : P = (X — 1)(aX + b). En
développant et en identifiant, il vient : P = (X — 1)(X +1).

24.3 a) On remarque que P = X (X? — 25) puis, en utilisant une identité remarquable : P = X (X — 5)(X +5).
24.3 b) On remarque que 1 est racine évidente de P, on peut donc écrire la factorisation : P = (X — 1) x @ avec Q

un polyndme de degré 2 (car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a, b et ¢ tels que : P = (X —1)(aX” +bX +¢). En
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développant et en identifiant, il vient : P = (X — 1)(X2 — X — 6) puis, en déterminant les racines de @ = X?-X-6:
P=(X-1)(X+2)(X-3).

24.3 ¢) On remarque que P = 3(X® + X? — 2X — 2) et que —1 est racine évidente de P, on peut donc écrire la

factorisation : P = 3(X + 1) x @ avec ) un polynéme de degré 2 (car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a, b et
c tels que : P = 3(X + 1)(aX? + bX + ¢). En développant et en identifiant, il vient : P = 3(X + 1)(X> — 2) puis, en
utilisant une identité remarquable : P = 3(X + 1)(X — v2)(X + V2).

24.3d) On remarque que P = 3(X3 + X% 42X + 2) et que —1 est racine évidente de P, on peut donc écrire la

factorisation : P = 3(X 4+ 1) x Q avec @ un polynéme de degré 2 (car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a, b et ¢
tels que : P = 3(X 4 1)(aX? 4+ bX + ¢). En développant et en identifiant, il vient : P = 3(X + 1)(X? 4 2). Comme le
polynéme X~ + 2 n’a pas de racines réelles, on ne va pas plus loin ici dans la factorisation.

24.3 e) On peut raisonner comme précédemment en remarquant que —1 et 1 sont racines évidentes de P, on peut

donc écrire la factorisation : P = (X — 1)(X + 1) x Q avec @ un polynoéme de degré 2 (car deg(P) = 3). On cherche
donc des réels a, b et ¢ tels que : P = (X — 1)(X + 1)(aX? 4+ bX + ¢). En développant et en identifiant, il vient :
P = (X —1)(X +1)(X? — 4) puis, en utilisant une identité remarquable : P = (X — 1)(X + 1)(X — 2)(X + 2).

On peut aussi utiliser la factorisation du polynéme Q = X? —5X +4 = (X — 1)(X — 4) puis remarquer que on a
P =Q(X?) = (X?—1)(X?—4). On conclut en utilisant des identités remarquables.

24.3 f)  On utilise les identités remarquables : P = (X —1)(X?41) = (X —1)(X +1)(X? +1). Comme le polynéme
X? 4+ 1 n’a pas de racines réelles, on ne va pas plus loin ici dans la factorisation.

24.4a) On remarque que P = 3(X3 + X% 42X + 2) et que —1 est racine évidente de P, on peut donc écrire la

factorisation : P = 3(X + 1) x @Q avec Q un polynéme de degré 2 (car deg(P) = 3). On cherche donc des complexes
a, bet ctels que : P = 3(X +1)(aX? +bX + ¢). En développant et en identifiant, il vient : P = 3(X + 1)(X> +2) =
3(X +1) (X2 - (\/52)2) puis en utilisant une identité remarquable : P = 3(X + 1)(X 4+ v/2i)(X — v/2i).

24.4 b) On remarque que 1 est racine évidente de P, on peut donc écrire la factorisation : P = (X — 1) X Q avec Q un

polynéme de degré 2 (car deg(P) = 3). On cherche donc des complexes a, b et ¢ tels que : P = (X — 1)(aX” 4+ bX + ¢).
En développant et en identifiant, il vient : P = (X — 1)(X2 +iX +2). Comme i est racine évidente de Q = X% 4iX +2,
on obtient la factorisation @ = (X — ¢)(X + 2¢) puis P = (X — 1)(X —4)(X + 2i).

24.5 a) On remarque que P(i) = 0 donc i est racine de P. Comme P est & coefficients réels, i = —i est aussi racine
de P et on peut donc écrire la factorisation : P = (X —i)(X +14) x Q = (X — 1) x Q avec Q un polynome de degré 1
(car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a et b tels que : P = (X° —1)(aX +b). En développant et en identifiant, il
vient : P = (X —4)(X 4+ )(X +5).

24.5 b) On remarque que P(1+4) = 0 donc 1+ est racine de P. Comme P est & coefficients réels, 1 +4 =1 — i est

aussi racine de P et on peut donc écrire la factorisation : P = (X —1+4)(X —14i) x Q = (X? —2X +2) x Q avec Q
un polynéme de degré 1 (car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a et b tels que : P = (X* — 2X 4 2)(aX 4 b). En

1
développant et en identifiant, il vient : P = (X —)(X +4)(2X — 1) =2(X — 1 —¢)(X — 1 +1) (X - 2).

24.5c¢) On remarque que P(3) = P'(3) = 0 donc 3 est racine multiple de P et on peut écrire la factorisation :
P=(X-3°xQ=(X’>-6X+9) x Q avec Q un polynéme de degré 1 (car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a
et b tels que : P = (X° — 6X 4 9)(aX + b). En développant et en identifiant, il vient : P = (X — 3)*(X +4).

1

1 1
24.5d) Onremarque que P (—2) =P (—2> = 0 donc ~3 est racine multiple de P et on peut écrire la factorisation :

2
1 1
P= (X + 2) xQ = (X2 + X+ 4> x @ avec @ un polynoéme de degré 1 (car deg(P) = 3). On cherche donc des réels a

1 1
et btels que: P = <X2 + X + 4> (aX 4 b). En développant et en identifiant, il vient : P = <X2 + X + 4) (4X —16) =
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IFiche n° 25. Développements limités|

Réponses
i
.5 700 - 1 3r—a? + — + oo(xd)
r—r
3 o 2
.5 700 o) x—§x+ oo(a:)
r—
3
.15 T80 ) P 7% 00(x4)
r—r
@ 4
2. L ) T+ —&-?—&-xgo(x)

Lo 1 4 4
2.2 D) — 1% " 5% + z_}Q(:I: )
.15 70 ) e(1+x+m2— x3)+ o (x%)
z—0
25,2 ) l—z+-(z—1%+ o ((z—1)%)
z—1
1
2.8 ) i e —=
a) 5
2
225 20 T o ) -
) E
253 C) -ttt
1
28,8 ) o e ——
) 2

1
DB ) o S
2z
1
25 D) =
.1 30 ) P —In(x)
254 ). e 3"
Corrigés

25.1 a) 1l suffit d’effectuer la somme des parties réguliéres des dévelopements limités & l'ordre 3 en 0 de sin(z) et

2 28 s 23 . , 2P .
In(1+ z). On écrit donc f(z) =2z — =+ =+ o (2°) | +z——=+ o (z°)=3z—z"+ =+ o (z°).

25.1 b) 1l suffit d’effectuer le produit des parties régulieres des développements limités & l'ordre 2 en 0 de In(1+x) et

) et de ne conserver que les termes de degré au plus 2. Observez que le développement limité a ’ordre 1 de )
T T
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suffit puisque celui de In(1 4 x) & son terme constant nul. On écrit donc
z? 2 3 2 3
flx) = 1—7—4— o (z%) (1—ZE+ o(a:)):a:—fx—i— o (z°).

x—0 z—0

25.1d) 1 suffit d’écrire :

T . z? z? 3 z? 4 2 z? 4
e’ sin(z) = 1+x+7+€++zgo(x) :vf—Jrzgo(a:) =z+z"+ =+ o (z°).

25.2 a) En utilisant les développements limités en 0 de In(1 + z) (& Pordre 3) et de 'exponentielle (& l'ordre 2), on

) 1 In(1+xz)\ x  x? ) r 2’ 2
a.(l—i—m)«»—exp(x)—exp(l 5—&—?—&—%30@) = eexp 5—&—?—4—9:30(30).

2 21 2
Puis:(1+m);—e<1+<;+2>+;(§+g> + 00(m2)
z—

loz?
D’ou : (1+a7)% =e— % + 1;; 00(x2).
T—

25.2b) Ona
2 4
x x 4
=1 - — —_
cos(x) 2 T2 t.0@)
u U2 2
Vidtu=1+_-—-—+ o (u°)
2 8 u—1
puis
1 22 gt 1 22 gt 2 4
S T [ T )
cos(e) +2( 2 +24) 8( 7 ta1) T.%")
=1- 19[:2 - iw4 o (z*)
4 96 x—0
z z? z3 3 1+u u? u? 3
25.2c) Ona:e*=14z+—=+—7+ o0 (z”)ete " =ell+u+—+—+ o (v°)].
2 6 z—0 2 6 u—0
22 *\°
. . . 2 .3 <93+ 5 + 6) 23 5 . ) 5 5
ol :e e(1+ x—ﬁ—?—i—g + 5 +€+Zgo(:v) e( +x+z w)—}-mgo(a:)
. . , o In(2 — z) . L .
25.2 d) Etablir 'existence et donner le développement limité de f(z) = — en 1 a lordre 2, revient a le faire,
In(1 —t¢
en 0 a Vordre 2, pour lapplication g définie par g(t) = f(1+1t) = %
Orln(l—t)——t—ﬁ-i- o () et — — (1—t+ o (t))2—1—2t+ o ()
o 2 t—0 (1 —+ t)2 o t—0 o =0 "
Dot g(t) = | —t — ﬁ+ o (%) (1—2t+ o (t)) 324 (t%)
2 t-o0 t—0 2 t—0
3
et fz)=glz—1)=1—z+>(z—1)>*+ o ((x71)2)
2 z—
—Z 4 5 (z?) x
25.3 ) In(l+z)—=z 2 250 1
’ x? B x? =0 2
P 3 x 2
25.3 b) sin(z) — x cos(x) (x et zgo(x )) B x(l Tt zgo(x )) %
z(1 — cos(z)) m(% i OO(IQ)) 0 %
T—
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T —x 2 k4 —x 2 1 T —x
25.3 ¢) te =1+—=—+ o (z°) donc In e te ~ T et ainsi lim = In e te =0
2 2 z—0 z—0 =0 T 2
or (e te > = exp(m ln(e +2€ )) donc la limite vaut 1.
2
1 I§ 1) — %
25.3d) - — e+l —e =5
In(z+1) zln(z+1) =m0z Xz
1—z+1In(z) In(1+h)—h —1n?
25.3 ¢ En posant h =z — 1, = ~
) P 1—v2r—22 1—+/1-h2 >0 Lh?
12
25.3 f) L1 Y_l-eosl® 5 oz
sin(z)  tan(z) sin(z) «=0 T 2—=0 2 20
25.4a) Ona
1 1 z—(e" 1) —z%/2 1
z(er —1) 22 22(e®—1) 20 a3 wm0 2z
25.4p) Sml/@ o L
T+1 zo+4oo 22
1 1
25.4¢c) Ona:zln(z+1)— (z+1)In(z) = —In(x) +xln(1 + 7) = —In(z) +1;( + o ()) ~ —In(z)
x T zotoo T
25.4d) Ona:
z?
(l—ﬁ-l) :exp<1:2 ln(l-l-l))
x
oo Ll o (1)
TP x  2x?2 323  zostoo\zd
Y 1 ( 1 (1))
=ee 2exp| ;—+ O —
3T z—+oo\T
1
~ e 2¢”
T —+o00
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Réponses
1 -3 -1
26.18) . ... 3 3 4
9 -7 3
-2 —6 -5
26.1 D). 15 -1 11
18 —-26 -1
26.1 ). |17 (matrice 1 x 1)]
1 7T =2
26.1d) ... 2 14 —4
-1 =7 2
-1
26.1€) ..t 3
-1
26.16). ... (=5 15 3)
5 4
26.1 Q). . ( | 5)
5 3 -1 1
26.1h) ... ( 1 a 1 2)
1 7 -2
26.10) ..o 749 —14
-2 -14 4
26.2 8) .. ((1) f)
26.2 D) .. ((1) f)
26.2 C) .. ((1) l{")
26.2 d) .. (g g)
B626) oo o)
k ok _ ok
26.2 f) ... (20 3 3k2 >
cos(20) —sin(20)
26.2 ). .. (sm(29) cos(26)
cos(30) —sin(36)
26.2h). ... (Sin(%) cos(36)

Pour tout £ € N, (

cos(k0)
sin(k0)

ne)

5 2 -1

........................ % 3 2 -1
-6 -2 2

L [0 4 0

........................ o 0 —2 -2
T™\2 -1 1

8 4 -2
....................... 5 -16 —6 7
0 -2 1

2 2 2

........................ % 1 -1 2
4 2 —4

4 -2 2 0

{8 -6 4 2
.................. sl 5 3
-5 3 -1 -1

Non inversible!
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0 -1 0 -1 ) -4 -1 3
. 1f1 1 0 o 26.5b)........... ——(2x+2 A —2x-1
26.41) ... sl 0 21 o Y A
0o o0 1 -1

“1=XA+X 1-X 2=
26.5d)..... — 1 0 -1
- 1—)\2 A—1 A—1

Corrigés

. s (11 11\ (1 2
26.2 a) Un calcul direct donne A (0 1))<<0 1)(() 1>,

0

e (21 2 1\ (4 5
26.2 d) On calcule : B° = (0 3> X (0 3) = (0 9).

. . . 7 2
On peut conjecturer que pour chaque k il existe un réel uy, tel que B* = (O g:)

12k
Cela impose successivement ug+1 = ok + 3ug, ;LZI; = 33% % et enfin v, = gk _ ok
ok gk _oF
0 3*

. . k . N 7 7
Finalement on conjecture que A" = ( ) Il resterait a le démontrer par récurrence sur k.

c? — (COS(G) —sin(0)> « <cos(9) —sin(9)> (cos(0)2 — sin(0)? —2cos(0) sin () > _ (cos(?@) —sin(26’)>
i i 5 2sin(f) cos(d)  —sin(#) + cos(h)? sin(20)  cos(26)

26.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque I'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne

de 1 par une colonne de 1, donc sera égal an : D x D = | . (n) .| =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que

26.21) Pour tout k € N*, n"71D 1l resterait & le démontrer par récurrence sur k.
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26.3 a) On calcule :

[A X B]ij = Zaikbk_i = Z (;_ 1) 2y

k=1 k=1

L o fi—=1Y
Mais si k > 1, (kl) =0, donc

R Sl (R E

k=1

= Z ( ) 201397471 en faisant le changement d’indice { =k — 1

£ ()

£=0
X 2 i—1
=2x3"! (f 1)
X {3 +
. 5i—l o X
=2x 3 x oy =2x 3 x5
26.3 b) On calcule
[B2]2j _ szkbk] 22 3k 7, 3] k 3]77’ Z2k _ 2i+13j77l(2n _ 1)
k=1 k=1
26.3 ¢) On calcule
n . . i n 2 k it 2 n
[B" x Blij = Z[B Jikbr; = mebk] szy kokgi—k — giti Z(g) =2 x 3+ (1 - (5) )
k=1 k=1 k=1

26.3 d) Déja, la matrice A? est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < ¢
Alors

(4% = S ALl Ay = S (,i‘ﬁ) (f‘ i)

k=1 k=1
_i(i—l)(k—l)
pat k—1)\j—-1

< (i—1) (k —1)!
B kz:; (k= DIGE = k) (5 — DIk —J)!

(- (i —j)
‘Z GG k== — (k=)

(i—1\ (i}
()56

k=j
— (it ZX_J: i en posant £ =k — j
-1 ¢ P R

=0

_ i 1—1
j—1)
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26.4 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :

1 -1 0/1 0 O 1 -1 01 0 O
o 2 130 1 0)—1(0 2 110 1 O
3 -1 210 0 1 0 2 2|-3 0 1/Ls<+ L3—3L,
1 -1 0|1 0 0
— (0o 1 1/2[ 0 1/2 0|Ly<« Ly/2
0 2 21-3 0 1
10 1/2[ 1 1/2 O\ L1+ L1+ Lo
— (0o 1 1/2/0 1/2 0
0 0 1 [-3 —1 1 L3<—L3—2L2
1 0 0/5/2 1 —1/2\ L1+ Li—1/2Ls
— |0 1 0[3/2 1 —1/2|Ly« Ly—1/2L3
0 0 11-3 -1 1

1 5 2 —1
Donc B est inversible d’inverse 5 3 2 -1

-6 -2 2
1 1 2
26.4 d) 1l ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C =7 1 0 0. On calcule alors (par pivot de Gauss) que
-1 =2 0
1 1 2 1 0 4 0 1 0 4 0
1 0 0] est inversible d’inverse 1 0 —2 =2, donc C est inversible d’inverse o 0 -2 =2
-1 -2 0 2 -1 1 T2 -1 1
1 0 2 3 1 0 2 3 1 0 2 3
2 2 1 4 0 2 -3 =2 0 2 -3 -2
26.4h) rg(H)=rg|; 5 5 o9 | =g 9 _12 —12| "0 0 —9 —10] =37
1 -1 -1 -1 0o -1 -3 -4 0 0 -9 -10
26.5 a) Effectuons un pivot de Gauss :
A 1 11 0 0 -1 -1 210 1 0
-1 =1 2(0 1 0] —1 X 1 1|1 0 0L« L
A 1 20 0 1 A 1 2/0 0 1
-1 -1 2 |0 1 0
— | 0 1—X 142X\|1 X 0|L2<« La+ MLy
0 1—X 242X0 X 1/ Ls<+ L3+ ALy
Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,
1
-1 -1 2 |0 1 0 -1 0 3/(1—=XN)|1/(1—=Xx) 1/(1—=X) O L1<—L1+1 /\Lz
0 1—-X 142X\1 X 0)]—| 0 1-2X 142X 1 A 0 B
0 1—X 24220 X 1 0 0 1 -1 0 1 Ls < Ls — Ly

10 0[4/1-N) 1/(1-X) -3/(1-2X) LleLl—%Lg
— (0 1-x o 2a+2 A YRS N FORTe I W
0 o 1 -1 0 1

CA+2)/(1=X) A(1=2) (=22-1)/(1-X) L2<_1i>\L2

—4/(1-))  —1/(1-X 3/(1-N) L=~
-1 0 1 >

1 0 0
— ({0 1 0
0 0 1

—4 -1 3
Dans ce cas, 'inverse de la matrice est 1 ! 3 (2/\ +2 A —2)\- 1>
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[Fiche n° 27. Equations différentielles|

Réponses
271 8) e 27.4D) |z Te ™ — 502" |
271 D) o 6e” — 1 4 ;
) T e 274 C) i x> gex — e
8e3” — 5
271 0] T 274 Q) e 7 (2—2)e”
S .
) L ° 274 €) i x 4x+3 e 2 4 =
2 2
2B )
274 €) i 2 — x)e? %
27.2b) .o |2 s 1 — 2e720/7+2 ) o @2
6 s 6 27.58) i ‘x — cos(z) + 2sin(x) ‘
27.2 C) ................ €T — ﬁ + 77 e — %
1
27.5b). ... x +— 2cos(2x) + 3 sin(2z) — 1
2e 2 2e
27.2d) .. T 124+ — ™77 — —
27.5¢)...... Tre €os —— — —=sin ——
2 V3 2
27.3 ) e T e?®
DT.3 D) crer]  ZTBd z e " sin(z)
273 C) e T 2027 — e 27.6A) i y:t— yoe_t;to
27.4 a) ................................... T — e’ 27.6 b) ................... ’y 1t Yo Cos(w(t — tO)) ‘
Corrigés
27.1 a) Notons yo l'unique solution de ce probléme différentiel. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

y —12y =0 est {x N R W= ]R}, Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — Ae'®.

Alors, yo(0) = 56 = ). Finalement, yo : = — 56¢">".

27.1b)

y' —y =0est {x — Ae”, A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = g4 1 soit g = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : © — Ae” — 1. Alors, yo(0) =5 = A — 1. Finalement, yo : z — 6e” — 1.

Notons yo 'unique solution de ce probleme différentiel. I’ensemble des solutions de ’équation homogene

27.1 ¢)

Yy —3y =0 est {x — )\e?’w, A E R}. De plus, si 4 est une solution particuliére constante, alors 0 = 3+ 5 soit u = —5/3.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : © — Ae*” — 5/3.

Notons yo 'unique solution de ce probléme différentiel. L’ensemble des solutions de 1’équation homogéne

. 8e** —5
Alors, yo(0) =1 = A — 5/3. Finalement, yo :  — ————.

27.1 d)
y —2y =0 est {x — Xe® X e R}. De plus, si pu est une solution particuliere constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —6.

Notons yo 'unique solution de ce probleme différentiel. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — Ae*® — 6.
Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : © — 9¢°* — 6.
27.2 a)

est {;t — e

Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation est homogene et son ensemble de solutions

/5N e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : © — e */°.

Alors, yo(1) = e = e '/®. Finalement, yo : z — ¢67)/%,
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27.2 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme différentiel. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

72I/77 Ae R}. De plus, si p est une solution particuliére constante, alors 0+ 2u = 2 soit p = 1.

—2x/7 + 1.

;2
Y +?y:065t {x|—>)\e

—2x/7+2

Ainsi, il existe A € R tel que yo :  +— Xe + 1. Alors, yo(7) = -1 = Xe”2 + 1. Finalement, yo :  — —2e

27.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme différentiel. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y - \/gy = 0 est {:r — /\e‘/gz, e ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 — \/Sp = 6 soit

6 6
——. Ainsi, il existe A € R tel que yo : x — AeV

k== V5

6 . " 6
Alors, yo(0) =7 =X — 7 Finalement, yo :  +— ( —|—7r>e B —,

27.2d) Notons yo l'unique solution de ce probléme différentiel. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene
2
y' — 7y =0est {x +— Xe™, A € R}. De plus, si u est une solution particuliere constante, alors 0 = mu + 2e soit pu = e
0
2 2 2
Ainsi, il existe X € R tel que yo : 7 — e — =, Alors, yo(m) =12 = X" — il
™

2 2
Finalement, yo : © <12 + ﬁ)emﬂﬂ _ 2
7 7

27.3 a) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r’—3r+2=0

dont les solutions sont 2 et 1 (car 2+1 =3 et 2-1 = 2 donc on reconnait > — (2 + 1)r +2- 1). L’ensemble des solutions

de I’équation est donc {x = xe” 4 pe®™, (A p) € ]RQ}. Ainsi, il existe (A, 1) € R? tel que yo : 2 — Ae” + pe’”.

T

Alors, y(0) = A+ p =1 et 3/ (0) = A+ 2u = 2. Ce systéme se réduit en A+ pu = 1 et g = 1. Ainsi, yo : z — .
27.3 b) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r2—3r+2=0

dont les solutions sont 2 et 1 (car 24+ 1 =3 et 2-1 = 2 donc on reconnait 7> — (2 + 1)r + 2-1). L’ensemble des solutions

de I’équation est donc {x = Ae” 4 pe®™, (A, p) € ]R2}. Ainsi, il existe (A, 1) € R? tel que yo : 2 — Ae” + pe™.

Alors, y(0) = A+ =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A +p =1 et p = 0. Ainsi, yo : z +— e”.
27.3 ¢) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r—3r+2=0

dont les solutions sont 2 et 1 (car 241 =3 et 2-1 = 2 et on reconnait > — (24 1)r + 2 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {ac = Ae” + e, (A p) € RQ}. Ainsi, il existe (A, ) € R? tel que yo : @ — Ae” + pue®”.

2x T

Alors, y(0) = A+ p =1 et y'(0) = A + 2u = 3. Ce systéme se réduit en A + = 1 et u = 2. Ainsi, yo : z > 2”7 — e”.
27.4 a) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r’—1=0
dont les solutions sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc {x — e’ +pe” (A p) € RQ}. Ainsi, il
existe (A, 1) € R? tel que yo : & — Ae” 4 pe ",

Alors, y(0) = A +p =1 et y'(0) = A — u = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A\ = 1 et u = 0.
Ainsi, yo : © — e”.

27.4b) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est 2 +3r+2=0

dont les solutions sont —1 et —2 (car —1 —2 = —3 et (—=2) - (=1) = 2 et on reconnait 7> — (=2 — 1) + (=2) - (=1)).
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = AeT e, (A p) € RQ}. Ainsi, il existe (\, p) € R? tel que
—2x

Yo : T — e T+ pe
Alors, y(0) = A+p = 2 et 4/ (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A\+p = 2 et —p = 5. Ainsi, yo : & — Te”* —be ",

27.4 ¢) Notons yo 'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est rP4+r—2=0.

Le discriminant du trinéme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc

{m = e’ 4 pe " (\ ) € R2}.

Ainsi, il existe (X, ) € R? tel que yo :  — Ae” 4+ pe ™ >".
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Alors, y(0) = Apu = 1 et ' (0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+pu = 1 et —3u = 1. Ainsi, yo : = — %ez — %e_zz.

27.4d) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r2—2r+1=0
dont la racine double est 1. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc {a: = (A4 pz)e”, (\,p) € ]Rz}, Ainsi, il
existe (A, 1) € R® tel que yo : & — (A 4 px)e”.

Alors, A\=2et A+ p=1. Ainsi, yo : . — (2 — z)e".

27.4 e) On note yo 'unique solution.

L’équation caractéristique de I’équation homogene associée est r? +4r +4 = 0 dont Punique solution est —2. Ainsi,
I’ensemble des solutions de 1’équation homogene est

{:c = (O + pe " (A p) € R2}.

1 _ 1
de plus z — 5 est une solution de ’équation différentielle, il existe donc (A, u) € R? tel que yo : & — (Az+ p)e oy 3

1 _ 1
les conditions initiales donnent u + 5= 2et A —2u =1, et ainsi, yo : x — (495 + g>e =y 3

27.4 f) Notons yo I'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est P 44r+4=0
dont la racine double est —2. L’ensemble des solutions de ’équation est donc {ac — (A + ,uac)efh, (A p) € RQ}. Ainsi, il
existe (\, 1) € R® tel que yo : & — (A 4 px)e ",

Alors, y(1) = A+ p)e > =1 et y'(1) = (=2X + pu — 2u)e” > = —3. Le systéme s’écrit A + p = e et 2\ + pu = 3e°. Il se
réduit en A + g = e® et A = 2. Ainsi, yo : ¢ — (2 — z)e” ",

27.5 a) Notons yo 'unique solution de ce probléme différentiel. I’équation caractéristique associée est r?4+1 =0 dont

les solutions sont i et —i. Ainsi, I’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogeéne est
{x — Acos(z) + psin(z), (A, p) € ]RQ}.

1l existe donc (X, i) € R? tel que yo : @ — Acos(z) + psin(z).
Alors, yo(0) = 1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo : © — cos(z) + 2sin(z).

27.5 b) On note yo 'unique solution.

L’équation caractéristique de 1’équation homogene associée est r2 +4 = 0 dont les solutions sont 2i et —2i. Ainsi,
I’ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation homogeéne est

{x — Acos(2z) 4+ psin(2z) (\, p) € R2}.

de plus x — —1 est une solution de ’équation différentielle,

il existe donc (X, 1) € R? tel que yo :  — Acos(2z) + psin(2z) — 1.

1
les conditions initiales donnent A —1 =1 et 2 = 1, et ainsi, yo : z — 2cos(2z) + > sin(2z) — 1.

27.5 ¢) Notons yo 'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r>4+r4+1=0.

2w 1 \/3

Les résultats sur les racines de l'unité assurent que les solutions de cette équation sont j =e 3 = ~5 + i7 et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions de 1’équation homogene est

{xr—>ez/2 (/\cos \/2§x +,usin\/2§x>7 (A 1) GRQ}.

1l existe donc (X, i) € R? tel que yo : @ — e /2 (/\ cos + psin 5

AL V3 z/2 (cos\/?:m 1 in \/i%)

5 .

Alors, y0(0) =1 = Xet y5(0) = —1 = —3 + 5 M- Ainsi, yo : x —> e~
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27.5 d) Notons yo 'unique solution de ce probléme différentiel. L’équation caractéristique associée est r’+2r+2=0.
Le discriminant réduit du trinéme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 4 i. Ainsi, ’ensemble des solutions &
valeurs réelles de 1’équation homogene est {:c e~ "(Acos(z) + psin(z)), (A, p) € R2}. 1l existe donc (A, 1) € R? tel que

Yo : &+ e “(Acos(z) + psin(z)).

Alors, 40(0) =0 = X et y5(0) = 1 = =\ + p. Ainsi, yo : x — e~ * sin(x).

27.6 b) L’équation caractéristique : 2> + w® = 0 a pour solutions iw et —iw. Donc il existe A et p tels que : y(t) =
A cos(wt) + psin(wt)

On cherche 1'unique fonction de cette forme qui vérifie y(to) = yo et y'(to) = 0.

La fonction t — yo cos(w(t — to)) posséde ces trois propriétés caractéristiques, elle est donc la solution.
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IFiche n° 28. Equations différentielles|

Réponses
28.18) i b ez 28.3 C) i lem—i
3 32
28.1 D) o t— 1
1
) 2 28.3d). .o, x — In(z) -111(— n(a:))
28.1C) i t—t®—2+3e 2 In(2)
Lot —t 1 1
28.28) . tr—>§(e +e7) 28.48) i T —sT—
28.2b) ... te— (t+1)e' | 28.4b) ... v — 32 — 102 + 21|
L.y . 1, 17
28.2¢C).... i, t— i(e + cos(t) + sin(t)) 28.4¢C) it T oo +z-— )
1 ;1 15 1 )
2d) . - 284d)......oii — -z = -z — —
28.2 d) t»—>4(2t+3)e +7¢ ) x 5%~ 58~ 7
B) e x 5¢ 5| 284 5
28.3Db) ... [t t—2+et  ag4¢ D4 b 1, 44
Af) o x % 9% T 1% + T
Corrigés
+2
28.1 a) On note f la solution. f vérifie y’ +ty = 0 donc il existe k € R tel que V¢ € R, f(t) = ke =
+2
de plus f(0) = 1 donc f est la fonction t — e~ 2
28.1 b) On note f la solution.
t — 1 est une solution de y'(t) +ty(t) = t et les solutions de y'(¢t) + ty(t) = 0 vérifient Ik € R : V¢t € R, y(t) = ke~ T

2

donc il existe k € R tel que Vt € R, f(t) = ke~ £ .1
de plus f(0) =1 donc f est la fonction ¢t — 1

2
Les solutions de y'(t) + t y(t) = 0 vérifient Ik € R : V¢t € R, y(t) = e ™ 7.
Pour trouver une solution particuliere on utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une solution sous
2 2
la forme t — k(t)ef%, ce qui nous amene a trouver une primitive de t — e .

On trouve ainsi que ¢t — ¢> — 2 est une solution de y'(t) + ty(t) = >

2
En notant f la solution on sait qu’il existe k € R tel que Vt € R, f(t) = 2 -2+ ke™ T

2

de plus f(0) = 1 ce qui donne k = 3. En conclusion f est la fonction ¢ — t? =243 2

28.2 b) En cherchant une solution sous la forme t — ate’ on trouve que t — te’ est une solution de 3’ (t) — y(t) = €.
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La solution f vérifie : il existe k € R tel que Vt € R, f(t) = te' + ke
de plus f(0) = 1 donc f est la fonction t — (t + 1)e’

1
On remarque que t — iet est une solution de y” (t) + y(t) = €'

donc il existe (a,b) € R tel que V¢t € R, f(t) = %et + acos(t) + bsin(t)

de plus f(0) =1 et f'(0) = 1 nous donne a = b = % donc f est la fonction ¢ — %(et + cos(t) + sin(t))

1
28.2 d) En cherchant une solution sous la forme ¢ — ate’ on trouve que ¢ — §tet est une solution de 3" (t) —y(t) = €.

La solution f vérifie : il existe (a,b) € R® tel que Vt € R, f(t) = %tet +ae’ +be”?

1 1 1 _
de plus f(0) =1 et f'(0) = 1 nous donne a = % et b= i donc f est la fonction — Etet + %et + e

de plus y(0) = 1 donne k = g La solution est la fonction — gezz —

28.3 b) On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme du premier degré et on trouve que t — t—2
est une solution de 3" (¢) + 23/ (t) + y(t) = t.

Les solutions de 3" (t) + 2y/(t) 4+ y(t) = 0 vérifient : il existe (a,b) € R* : Vt € R, y(t) = (at + b)e” "

La solution f vérifie : il existe (a,b) € R® tel que Vt € R, f(t) =t — 2+ (at + be "

et enfin f(1) =0 et f'(1) =0 permet de conclure :  La solution est la fonction ¢t —s t — 24 ¢'~*

1
Les solutions de y'(x) — ;y(m) = 0 vérifient : il existe k € R tel que Vz € R, y(z) = k.

1
La méthode de variation de la constante permet de trouver la solution particuliere : z — 5.2
x
. / 1 . oo 1
Les solutions de y'(z) — —y(z) = — vérifient : il existe k € R tel que Vo € R, y(z) = kz — EyeE
x x x

1 1
et enfin y(1) = 0 permet de conclure :  La solution est la fonction z — 3% " 33
x

28.3d) SurI=]0;1], zIn(z)y (z)—y(z) =In(z) <= ¥ (z) - ——

On remarque que In est une solution non nulle de y'(z) — y(z) = 0 donc I'ensemble des solutions de cette équation

zIn(z)

homogene est {x — kln(z) | keR }

La méthode de variation de la constante permet de trouver la solution particuliére :  — In(z) X In(—In(z))
1

z1n(z)

Les solutions de 3’ (z) — (z) = i vérifient : il existe k € R tel que Vz €]0,1[, y(z) = kln(z)+1n(z) X In(— In(z)).

et enfin y(1/2) = 0 permet de conclure :

La solution est la fonction  — —In(z) x In(In(2)) + In(z) x In(— In(z))

Soit P € R1[X], on note (a,b) € R* tel que P(z) = ax + b,
P solution <= Vz €R, a—2azx+b) =z <= —2a=1¢et a—20=0

164 Réponses et corrigés



1 1
On en déduit que la seule solution polynomiale est P : x — —im 1

28.4 b) L’étude du degré d’une solution polynomiale P permet d’affirmer que nécessairement deg(P) = 2.
Soit P € Ry[X], on note (a, b, ¢) € R? tel que P(z) = az® + bz + c,
P solution <= Vz € R, 2(2ax+b) +az’ +br+c=32"+2r+1 < a=3 , 4a+b=2 et 2b+c=1

On en déduit que la seule solution polynomiale est P : x — 32% — 10z + 21

28.4 ¢) L’étude du degré d’une solution polynomiale P permet d’affirmer que nécessairement deg(P) = 2.

Soit P € R2[X], on note (a,b,c) € R? tel que P(x) = az® + bz + ¢,
P solution <= Vx € R, 2a—3(ax2+bx+c)=m2—3:c+5 <— —-3a=1, -3b=-3 et 2a—3c=5
1 5 17

On en déduit que la seule solution polynomiale est P : x — —gm +x — 9

28.4d) L’étude du degré d’une solution polynomiale P permet d’affirmer que nécessairement deg(P) = 2.

Soit P € Ro[X], on note (a,b,c) € R® tel que P(x) = ax® + bz + c,

P solution <= Vz € R, 8a+3(2ax+b)+2(az’+br+c)=2"+2z < 2a=1, 6a+2b=2 et 8a+3b+2c=0

1 1 5
On en déduit que la seule solution polynomiale est P : x — §m2 - im 1

28.4 e) L’étude du degré d’une solution polynomiale P permet d’affirmer que nécessairement deg(P) = 2.

Soit P € Ra[X], on note (a,b,c) € R? tel que P(x) = az® + bz + ¢,
P solution <= Ve eR, 2a+3(az’+br+c)=2z" < 3a=1, 3b=0 et 2a+3c=0
1, 2

On en déduit que la seule solution polynomiale est P : x — 3% 7%

28.4 f) L’étude du degré d’une solution polynomiale P permet d’affirmer que nécessairement deg(P) = 4.

Soit P € R4[X], on note (a,b,c,e) € R® tel que P(x) = az®* + ba® + ca® + dx + e,
P solution <= Vz € R, (12az” + 6bx + 2¢) + 3(4az® + 3bx> + 2cx + d) = 52° — 3z 4+ 5
< 12a=5, 12a+9 =0, 6b+6¢c=-3 et 2¢+3d=5

. . . 5 :
On en déduit qu’une des solutions polynomiales est P : x +— —a™ — —2° + —z" 4+ —=x
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Ficl 559 | . o d —bles

Réponses
.1 T 2 ‘]O, +o0o[ x [0, +oo[‘
2.1 D) e | {(z.y) € B2, y > 01\{(0,0)}|
20,1 C) o
Of (o) = OF (o) = 50t
20.2 8) L 8CE(x,y)—Q:c—cht 8y(as,y)—5y +x
20.2 D) i g(m, y) = 2ycos(2zy — y) et %(x,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)
Ox dy
Of (o2 O )= — L
20.2 C) i a—x(x,y) ~Tr @ty et By (x,y) = 1% @1y
of il of it
20.3 ) ot %(:zr,y) = —sin(z —y) et By (z,y) = sin(x — y)
g = Yy — in(e*¥) e%Y g — 2 G (%Y oTY
29.3 D)t e (x,y) = cos(e™) — zysin(e™) e™ et By (x,y) = —x°sin(e™)e
ai —qyg¥! ai — 7Y
20,8 C) ettt B (r,y) =yz¥" et By (r,y) =xYInzx
27,2 2 3
yy" —a7) 227y .
29.3d)............ ?(;@y) = { (22 + y2)2 si (z,y) # (0,0) ot ?(m,y) _ { @ 1 02 si (z,y) # (0,0)
* sinon Y 0 sinon
2004 ) o sin(2t)
4t =2t
204 D) e 2 e
odt _ o2t
20,4 C) o | —72cos(4t) — 46sin(4t) |
A(fop) _10ffutv v—u) 10f(ut+tv v—u
29.5 a) .................................... ou (U,U) = 5% B) 5 2% ?Cﬁiy B 2%
A(f o) _19f fu+v v—u 10f (u+tv v—u
20.5 8) i 7 (u,v) = 59 5 o + 2 3y 5 o
A(f o) o Of _Of
20.5 D) i 5 (r,0) = cosﬂax (rcosf,rsinf) + sm@ay (rcos@,rsinf)
A(f o) o 0f . of :
20.5D) i 50 (r,0) = 1"sm€aglj (rcosf,rsinf) + rcos@ay (rcosf,rsin@)
20,6 8) . o (0,0)
20,6 D) . (0,3)
206 C) .. 1(0,0) et (~1,-1). |
20.6 Q) .. 1(0,1) et (0,e72). |
206 €) .. 1(0,0),(1,1) et (~1,-1). |
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Corrigés

7]
29.2 b) Calculons a—f(m, y). Soit y € R. La premiére application partielle f, : ¢t — sin(2ty — y) est dérivable sur R, et
x

fy : t — 2ycos(2ty — y). On obtient %(w, y) = fy(x) = 2y cos(2zy — y) en évaluant en t = z.
- 1

ly
$2 + y2 .

29.3 d) Calculons g On fixe a = (z,y) € R%. Sia # (0, 0) alors la premiére application partielle en a est ¢ —

or

v ) 2 OF vy )
(12 + y2)2 ) Oz (22 + y2)2

a = (0,0). On calcule & la main le taux d’accroissement :

Sa dérivée est t +— en évaluent en ¢t = x. Reste a traiter le cas ou

202
Vo € R* f(x70)_f(070):z2+0270:£:0
’ z—0 z x3 '

Done 2 (0.0) = tim {@0 = F0,0) _

ox 0 rz—0 20

29.4 a) On pourrait simplement dériver w : ¢ — 4(sint)? 4 3(cost)®, mais ce n’est pas l'idée du chapitre. La régle de

e domne s O oy, 0F . int) — 2einteost — s
la chaine donne : B (u(t),v(t)) En (t) + 3y (u(t),v(t)) 5 (t) = 8sintcost 4 6cost(—sint) = 2sintcost = sin(2t).
: ; O(fo¢) _of 91 of 9p2 ;
29.5 a) La régle de la chaine donne ou (u,v) = o (o(u,v)) 7 (u,v)+ By (¢(u,v)) 9 (u,v), avec les notations
U+ v

e1(u,v) =
ondes. En physique, on note abusivement z = ¢; et y = 2.

V- U . S . , .
et 2(u,v) = 50 Remarque : c’est le changement de variables utilisé pour résoudre I’équation des

29.6 a) Calculons les dérivées partielles : %(m, y) =2z +y, %(I’ y) = x + 2y. La résolution est immédiate.

29.6 b) 8—f(x,y) =2z +y—3, %(m,y) =z + 2y — 6. On résout et on obtient =0,y = 3.
Yy
of 2 of
29. = = - = — 6y.
9:6¢) 5@ y)=062"+06y, 7 (v,9) =6z~ 6y

On résout et on obtient (0,0) et (—1,—1)

0 0
29.6 d) 8—?;(:5,@/) = 2zy, a—i(m,y) =2 + (Iny)* + 2Iny.

On résout et on obtient z =0 et (Iny)> +2lny=0doty=1louy=e >

o
Ox
On résout et on obtient z° =y et y*> = 2 d’ott & = 0 ou z® = 1 donc (0,0), (1,1)et(—1,—1).

29.6 e) x,y) = 4a® — 4y, %(w,y) = 4y® — 4z.
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IFiche n° 30. Séries numeériques|

Réponses
. cee. | di e—1 S 3
0.1 oz oan e B
e e—1 ( o 1)3
30.1b) .. e
o EE e 040 [dvrgene] | .
de).o..... a) e ——=
22 303b) ... 1 30.4d)............. 9
4
1 30.5a)............. 30.6 1, 3
30.1 d) ....... 30 3 C) 1 (2) . ) ............ 5
2 X 39 WDC)oiii.. n 30 5 b) 11
2a) .o e 303d)...ll Cow 4 e?(2e? — 1
30.2a)............. [e] 30.3d). 30.6 ¢). . ((2 1)2)
2 _ 1 30.5¢C). ...t [16] e -
30.2Db)........ € —3]  304a)........... =
1 262
2 30.6d).....
30.2¢). ... ) TEIE
Corrigés
30.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ | — 1, 1[, donc elle diverge.
e N
30.1 b) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z <§> = 1 =2
k=0 2
30.1 ¢) La série est géométrique de raison — € | — 1,1[, donc elle converge. De plus, on a
+oo k
1 1 2 2
Z(\/Q) _1_L_\/§\[_1_2_\/§ (:2+\/§)
k=0 V2
=1\ 1
30.1d) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z <§> = 1 = —. Dong,
k=0 e
oo oo 10
Sl =1 w1 _ 3 1-(3)" 3 1
SETSIETHDETS BE- M P &
k=10 k=0 k=0 3
Autre solution : avec le changement d’indice j = k — 10, on a
“+oo “+ oo + oo
1 1 1 1 1 1 3 1
D IE et TD BE it T st R T
k=10 Jj=0 Jj=0 3
.................................................................... 1 e
30.2 a) On reconnait la série exponentielle Z o
k
2 =2 =2 20 ot
30.2 b) On reconnait la série exponentielle Z R et on a Z i 62, donc Z i 2 T 2 -3
k k=0 k=2
L6
30.2¢c) Ona Tl 2! et on reconnait donc une série exponentielle.
...................... (7);@(71);6
30.2 d) kzw CES)] est de méme nature que la série exponentielle Z B elle est donc convergente.
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—+oo —+oo
‘ =D~ _ =D*
de plus E et 1) =— X ——<e —1)
k=0 k=1

n

1
30.3 a) Soit n € N* fixé. On remarque que E S = E (f — ) =1- — 1.
k:lk +k k k+1 Tl+1n~>+oo

30.3 b) Soit n € N* fixé. On remarque que

R .
T 2\n+2 n+1 2) notoo 4’

1
de+3k2+2k 22(*_k7+1 m)

30.3¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que

. n+1
Zln( ) Zm( k - 1)> ;(zln(k) n(k + 1) — In(k — 1)) = In(2) — 1 ( ) ) )
30.3d) S 0 fixé. O k, F__ 1 !
3d) oit n > xé. On remarque que pour tout (E+ 1) =u TS
~  k ~1 ~ 1 1
D B =1- — 1
one, k+1)! 2 k + 1) (n+ 1)! normo
k=0 k=0 k=0
1 1 , 1
30.4a) Ona 2% = gk donc la série est géométrique de raison — € | — 1,1[ : elle converge. De plus,
Jf (1)k 1 4
- — =3
prs 4 1-7 3
Done, S* L S 1 111
' 22k Lagk 40 41 12
k=2 k=0
—(k—1) k1 1 P . 1
30.4b) Onace =e e =ex . Or la série géométrique de raison o €] —1,1] converge.
+oo “+oo “+oo
1\F 1 e —(k=1) 1 e e e
Deplus, Y- () =171 = goqrdone Yo FV=ed - S5 -1) =
k=0 e k=1 k=0
_ _ 1 e
) _ —(k—1) __ Jj 1 _ _
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Z Z Z i e

_ 1 1
30.5a) On a k2 2k2k T ; la série Zkgk T est une série géométrique dérivée, de raison 3 €]—1,1[, et est
k
=, 1 1
donc convergente. Sa somme est Z k2k71 = m =4.
k=1 2

La série converge comme somme d’une série géométrique de raison 3 €] —1,1[ et d’une série géométrique

30.5 b)
dérivée de méme raison, et
—+oo —+oo —+oo
k 1 1 1 1 9 3 11
2R HNE =) Gt o p s it it T
k=1 k=1 k=0 3
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30.5 ¢) On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison %, convergente, de somme % = 16.
1-3)
30.5 d) On a affaire & une série géométrique dérivée deux fois.
e 1n1k71 ............. 1 ...... 1 ............. 2 ...............................................................
30.6 a) Zkz(—Q)_k——§ k(—§) -3 ~T="j
k=0 k=1 noee (1 + 5)
S R 1VF2 I, 1\ ! 12 11 3 3 3
30.6 b k2370 =2 k%k(ﬂ = k(7> — = - —24=2
) Z 9 ( )3 T3 3 n~>+009(1_l)3+3(1_l)2 17173
k=0 k=2 k=1 3

- 2k 2 = 2(k—1) 2 1 2 e e?(2¢* — 1)
30.6 k 2)e” = ,’{j - - = ] = S [ S
c) § (k+2)e e k5:2 e n%—ﬁme (1 ! )2 € ((62 _ 1)2 > (e2 —1)2
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IFiche n° 31. Algebre linéaire

Réponses
3Lla)......o..oo.... ~1 B1.2€) . 2
8) (8 ~1) ° 31.4¢)......
S1Ab) o Clay] 3120
31.3a) .. 2
31.1¢) ... (9/11,2/11) ) 31.4 d)
31.3b) i [2] IR
SL1d).onn (Z24/5115)] 313 ) e
3lle).......... (—1,1/2,1/2) | 31.83d)...................... 31.5a)......
31.2a) . 1 1
31.2b) e BLAR) (3 —5) 31.5b)......

—_

[N
N——— | [ N—

o

Corrigés
_ -1
31.1 a) Notons u= A(0,1)+ p(—1,2). Alors, { :L_2 . Ainsi, u = 3(0,1) — (-1, 2)
u =
31.1 b) Notons u= A(0,1)+ p(—1,2). Alors, { 5 © L Ainsi, u = —(—1,2) 4+ 3(0,1)
u =

31.1 c) Notons u= A(1,2)+ p(12,13). Alors,

{/\+12u —3©{A+12u =3

4y —v =1 A+5u =2 A+5u =2
A+5u =2 c4p—v =1 & -v+4py =1
3AX+6pu+rv =1 —u+v =-5 —5u =—4

Ainsi, u = —2(0,1,3) + %(4,5,6) + %(71,0, 1.

31.1e) Notons u=A(1,0,1)+ u(1,1,1) + v(-1,-1,3). Alors,

Ad+p—v =-1 Ad+p—v =-1
w—v =0 <{u—v =0

Ainsi, u = —(1,0,1) + %(1, 1)+ %(—1, ~1,3).

31.2 b) Toutes les lignes sont proportionnelles & la premiére qui est non nulle.
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3 2 1
31.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3z < L3 + 2Lq, on obtient <—1 -1 O) .

3 2 1
En effecutant 'opération élémentaire L3 < L3 + 2L2, on obtient (—1 —1 O) .
0 0 O

Ainsi, Rg(A) = 2.

0
1)

31.3 b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que § = nm, alors la matrice est égale a ((_é) (- n> et elle est de

rang 2.

sinf cos 0) qui est de

Sinon, on effectue 'opération élémentaire L1 < sin(f)L; — cos(f) L2 pour obtenir la matrice (

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
31.3 ¢) En effectuant Popération élémentaire L3 < L3 — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 < 2L3 + L2, on obtient (0 2 4> .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.

31.3d) En effectuant les opérations élémentaires Lo « Lo — 2Ly, Lg < L3z — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3
0 3 -5 —4
0 6 -7 -13
0 5 0 -2
1 2 —1 3
y ey . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 0 5 —2
1 2 -1 3

0 -5 3 —4
0 O 9 =37
0 O 5 -2

En effectuant 'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient

Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.
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p_ (1 3 _1f-4 3
“\24) T2l2 )

. P<_41> ) (91/92/2> . P<£> _ (2113;/22>.D0nc £(1,2) = _%(1,2)4-%(3,4) et £(3,4) = —%(1,2)4-%(3,4).
Ainsi, Matg(f) = ;(919 2i3>

31.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), f(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

0O 1 1

31.5a) Comme f((1,1)) =(2,-1)=(2,0) —(0,1) et f((1,0)) =(1,1) = %(2,0) +(0,1),

1
donc Matg 5 (f) = ( 1 2)-
1

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1, 1), alors Matg(f) = <3 -1 1).

31.5b) Comme f(0,1,3) = (4,—1) = —1(0,1) + 4(1,0), £(4,5,6) = (15, —1) = —1(0,1) 4 15(1,0) et f(—1,0,1) =

(0,—1) = —(0,1) 4+ 0(1,0), alors Matp g (f) = <_41 I5l _()1>
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32.1 b) .................. non ’ oui et dlm(EA(A)) =1 ‘ 32.3 d) ..............

8206) v, 82.20). i 32.3) oo

[ oui et dim(By(4)) =1 |

32.1 d) .................. non 32.4 a) ..........
32.1 e) 32.2 d) .................. non
................. ul .
522 0 823 0) 00 B24b)
[ oui et dim(Ex(4)) =2 | 32.3D) . ereieii.. 324¢) .
32.4d)................
Corrigés

32.1a) AU =3U

-7 1
32.1d) AU = (1) et (2) ne sont pas colinéaires.

32.3 a) La matrice est diagonale : les valeurs propres se lisent sur la diagonale.

La matrice est diagonale.

32.3 ¢) La matrice est triangulaire : les valeurs propres se lisent sur la diagonale.
dimker(A — I4) = 1, dimker(A — 314) = 1 et dimker(A — 2I4) = 1 donc non diagonalisable.
32.3d) On calcule det(A — A2) =(1—X)(B3—-X) —8=(A—=5)(A+1). Donc Sp(4) = {-1,5}
Il y a deux valeurs propres distinctes et A € M2(R) donc diagonalisable.

32.3¢) On calcule det(4 — Al2) = (3 — A\)(—=1 —A) +4 = (A — 1)%. Donc Sp(A4) = {1}

Une seule valeur propre, si A est diagonalisable, elle est semblable & I donc égale a I absurde
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32.4c) On échelonne A — I3, on trouve 5 et 7 comme valeurs propres. dim(ker(A — 7I)) + dim(ker(A — 5I)) = 3
donc A est diagonalisable.

32.4d) On échelonne A — A3, on trouve 5 et 7 comme valeurs propres. dim(ker(A —I)) 4 dim(ker(A —27I)) = 2 donc
A est non diagonalisable.
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