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Devoir 02

Analyse : Fonctions de deux variables réelles, Probabilités « finies »
Mercredi 04/10/2023

Exercice 1.— Fonctions homogenes et relation d’EULER.
Soit f une fonction définie sur R?\ {(0,0)}, a valeurs réelles.
On dit que f est positivement homogene de degré o (ou o est un réel fixé) si :

Y(x,y) € R?\ {(0,0)}, Vr €10, +oo[, f(t.x,t.y) = 1% f(x,y).

1. Des exemples.
1.a. Montrer qu’une fonction linéaire est positivement homogene de degré 1.
L.b. Soit a,b,c € Ret f : R? — R définie par

V(x,y) € R?, f(x,y) = a.x® +2b.x.y +c.y>.

Montrer que f est fonction positivement homogene de degré o pour un certain & a déterminer.

1.c. Donner un exemple de fonction positivement homogene de degré —2.

1.d. Soit f et g deux fonctions positivement homogenes de degrés respectifs o et 3. Montrer que h = f.g
est positivement homogene de degré y pour une valeur de ¥ a déterminer.

l.e. Soit f une fonction positivement homogene de degré o et B un nombre réel. Montrer que h = |f |ﬁ est
positivement homogene de degré y pour une valeur de y a déterminer.

2. On suppose que f est une fonction positivement homogene de degré o, continue sur tout pavé ouvert de
R?\ {(0,0)}, a valeurs strictement positives sur cet ensemble.

2.a. Justifier que la fonction F' : R — R définie par :

VO € R, F(6) = f(cosB,sin0)

est continue, 27-périodique, a valeurs dans |0, +oo].
2.b. Montrer que :

V(x,y) € R\ {(0,0)},¥(r,0) €]0, 400 xR, (x,y) = (r.cos 0,r.sin0) = f(x,y) = r*.F(0)
2.c. Démontrer qu’il existe deux constantes strictement positives C_ et C telles que :
V(x,y) € R*\ {(0,0)},¥(r,0) €]0, 400 xR, (x,y) = (r.cos0,r.5in0) = C_.r* < f(x,y) < Cp.r%
2.d. Soit a,b,c € Ret f : R> — R définie par
Y(x,y) € R%, f(x,y) = a.x> +2b.x.y+c.y’.

Montrer que si a > 0, b> —ac < 0 alors f est dans les conditions de cette question 2. Qu’en conclure ?
3. On suppose que la fonction f est positivement homogene de degré o, €' sur R?\ {(0,0)}.

Montrer, en considérant (on la dérivera de deux facons différentes et on choisira une valeur de ¢ appro-
priée) pour un couple (xo,yo)R?\ {(0,0)} donné, la fonction g : ]0, +-oo[ — R définie par

Vi >0, g(t) = f(t.x0,t.y0)

que

0 0
V(x,y) € R? \{(0,0)}, a.f(x,y) = x.a—i(x,y) —|—y.a—§(x,y). (Euler)

4. Réciproquement, on suppose que f est une fonction réelle, ' sur tout pavé ouvert de R?\ {(0,0)}
vérifiant la relation (Euler). Montrer que f est positivement homogene de degré o.
5. (Question ouverte) Dans quel contexte du cours de thermodynamique la relation (Euler) est-elle utilisée ?
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Exercice 2.— Coordonnées polaires et Laplacien.

Cet exercice purement calculatoire a pour objet de vous faire travailler la formule de dérivation d’une
composée d’une fonction de deux variables par un arc paramétré. 1l faut expliquer ’comment’ on obtient
les formules demandées a partir de cette formule de dérivation d’une fonction d’une seule variable réelle.

— Posons ' Q =R?. Pour une fonction f : Q — R (du couple (x,y)), de classe %2, on définit la fonction

Af,le « Laplacien? de f » par la formule :
2*f 2*f
V(x,y) €2, (Af)(x,y) = 55 (x,y) + 5 (x,7)

— Posons A = ]0,+oo[ x R. Pour une fonction f : Q — R, effectuer le changement de variable en
coordonnées polaires c’est considérer la fonction g : A — R définie par :

V(r,0) € A, g(r,0) = f(r.cos0,r.sin0).

Le but de I’exercice est de déterminer une formule pour le Laplacien Af en termes de la fonction g et de ses
dérivées partielles. On se donne donc f de classe € sur Q, on définit g sur A par la formule proposée.
1. On fixe 6 € R et on considere i : r— g(r,0) = f(r.cos0,r.sin0). Justifier que & est bien définie, de
classe €’ sur |0, +oo[ et donner une formule pour sa fonction dérivée.

Montrer (on se ramenera au calcul fait précédemment sur /) que :

ag(r 0) =cos6. a—f(r cosO,r.sin@) +sin 6. a—f(r cosO,r.sin0)

V(r,0) €A 'S, o Iy

2. Montrer en raisonnant de méme, que pour 0 € R fixé, r s 98 B (r,0) est %! sur ]0, 4o et que :

92 92 92
Y(r,0) € ’8 ‘g(r 0) = cosze.a—éc(r.cose,r.sine)—|—cosG.sin9.a ;(r.cose,r.siHG)—l—
x yox
2 aZf
sinG.COSG.axay(r cos 6, r.sinB) +sin’ 6. ﬁ(r cos 6,r.sin0)

3. Montrer, en raisonnant de méme, que pour r € |0, +oo[ fixé, la fonction k : 0 +— g(r,0) = f(r.cos 0,r.sin 6)
est €' sur R et que :

d d
(r 0) = —rsin6. —f(r cos0,r.sinB) +r.cos 6. —f(r cosO,r.sin0)

V(r,0) €A o Iy

' 96

4. Montrer, en raisonnant de méme, que pour r € |0, 40| fixé, la fonction 6 g—‘g (r,0) est ¢! sur R et que :

2 d d
V(r,0) €A, a—egz(r,e) = —rcosH. a—z(r cos 0,r.sin@) —r.sin 6. a—i(r cos 0,r.sin0)
*f 5 92 f
+r2sin 6. o ——5(r.cos6,r.sin@) —r sin9.c0sanax(r.cose,r.sine)
2 2
—r%.c0s 0.5in == (r.cos 0, r.sin ) + 1. cos’ 6. (r.cosO,r.sin0)

dxdy y?

5. On admet que g est de classe 4’ sur A. Comment choisir a(r), B(r) pour que I’on ait :

2 2
Y(r,0) € A ,‘; £(n0)+a(r). 3r(r,9)+ﬁ(r).%(r,9) — (Af)(r.cos8,r.5in6).

1. Q’Omega’, le grand O (fermé) grec
2. C’est une notion fondamentale en physique des phénomenes de diffusion (lois de FICK, FOURIER) ainsi qu’en mécanique
des fluides, en électromagnétisme, en mécanique quantique..



Probléeme 111

Dans tout ce probléme, pour a et b deux entiers naturels tels que a < b, on notera {q,...,b} I’ensemble
de tous les entiers naturels n tels que a < n < b. Par exemple, {0,...,3} désigne 1’ensemble {0,1,2,3}.
Pour une variable aléatoire réelle X, on notera [E(X) son espérance lorsqu’elle en posséde une. Pour deux
événements A et B d’un méme espace probabilisé, on notera P(A) et P(A|B) respectivement la probabilité
de A et la probabilité conditionnelle de A sachant B (si P(B) # 0). Le but de ce probleme est de définir
et d’utiliser dans des cas simples la notion d’espérance conditionnelle, dont la définition dans le cas de
variables discretes est donnée ci dessous et servira dans les parties A, B et C.

Les parties A, B, C sont indépendantes.

Pour n et p deux entiers naturels non nuls, soient X et ¥ deux variables aléatoires a valeurs respecti-
vement dans {0,...,n} et {0,..., p}. On suppose que, pour tout i € {0,...,p}, P(Y =i) # 0. On appelle
espérance conditionnelle de X sachant Y = i la quantité

n
E(X|Y =i)=) kP(X =kly =i).
k=0

1. Question préliminaire

Avec les notations de la définition ci-dessus, montrer a I’aide de la formule des probabilités totales, la
relation suivante »

E(X) =Y EX|Y =i)P(Y =i). (+)
i=0

Cette relation, connue sous le nom de formule de 1’espérance totale, sera utilisée dans les parties A, B et C
de ce probleme. Nous y ferons référence sous le nom (+).

Partie A
Etude d’un premier exemple

A.1. Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur {0,...,3}. On note
M la variable aléatoire dont la valeur est égale au maximum de la valeur de U et de la valeur de V , soit
M =max(U,V).

A.l.a. Donner la loi conjointe du couple (U,V).

A.1.b. Représenter dans un tableau la loi conjointe du couple (U, M). En déduire la loi marginale et 1’espé-
rance de M.

A.2. Le but de cette question est de généraliser le résultat de la question A.1. Soit n un entier naturel non
nul. U et V désignent désormais deux variables aléatoires réelles discretes, indépendantes, de méme loi
uniforme sur {0, ...,n}. On note alors M = max (U, V) la variable aléatoire égale a la valeur maximale prise
parUetV .

A.2.a. Calculer la valeur de Y}, | k, pour un entier naturel i < n.

A.2.b. Montrer que

o, n(n+1)2n+1)
P 6

A.2.c. Montrer que E(M|U = n) = n.
A.2.d. On considere i un entier naturel tel que i < n.
A.2.d.i. Montrer que

n
EM|U=i)=iP(M=ilU=i)+ Y kPM=kKU=i).
k=i+1
A.2.d.ii. Montrer que pour k € {i+1,...,n},
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En déduire la valeur de .
Y, kP(M=kU =)
k=i+1
en fonction de i et n.
A.2.d.iii. Que vaut P(M =i|U =i)?
A.2.e. Calculer E(M) en fonction de n a I’aide de la relation (+). Ce résultat est-il cohérent avec celui obtenu
dans la question A.17?

Partie B
Etude d’un second exemple

Etant donné b un entier naturel non nul, on considere une urne contenant b boules blanches. Les autres
boules, au nombre de ¢, sont noires. L’urne contient ainsi N = b + ¢ boules. On tire les boules une a une
et sans remise. On s’intéresse au nombre Yy de boules noires tirées avant d’obtenir la premiere blanche
('indice N marque la dépendance de Y par rapport au nombre total de boules dans 1’urne avant le premier
tirage). On pose uy = E(Yy) et on raisonne par récurrence sur N pour une valeur de b fixée. X; désigne la
variable de BERNOULLI égale a 1 si la premiere boule tirée est blanche et O sinon.

B.1. Quelles sont les valeurs possibles de Yy ?

B.2. Que vaut E(Yy|X; =1)?

B.3. Justifier, pouri € {1,...,c}, I'égalit¢ P(Yy =i|X; =0) =P(Yy_; =i—1).

B.4. En déduire que E(Yy|X; =0) =1+ un_1.

B.5. Déduire de la relation (+) que pour N > b,onauy = (1+ uNfl)N];b.
B.6. Que vaut u;, ? Déterminer up 1, up5 a I’aide de la question précédente.
B.7. Donner E(Y ) pour tout k entier naturel.

Partie C
Etude d’un troisieme exemple

On s’intéresse maintenant au probleme suivant. Pour un examen, une liste de N questions a été fournie
aux €tudiants pour leurs révisions. Le jour de I’examen, n questions de la liste, choisies aléatoirement, sont
posées sous forme de questionnaire a choix multiple (QCM), avec quatre réponses possibles a chaque fois
dont une seule est juste. Chaque réponse juste rapporte un point, les réponses fausses rapportent zéro point.
Les questions sont indépendantes entre elles.

On s’intéresse ici a un étudiant donné, qui a révisé et connait la réponse a b questions de la liste. Le jour
de I’examen, il se retrouve donc face a n questions, chacune de 1’un ou I’autre des deux types suivants :

1) celles qui sont parmi les b qu’il a révisées et dont il connait la réponse ; on note C la variable aléatoire
égale au nombre de ces questions;

i1) celles qu’il n’a pas révisées, auxquelles il donne une réponse au hasard parmi les quatre fournies

(« au hasard » signifiant ici qu’il posseéde une chance sur quatre de donner la bonne réponse); on
note D le nombre de ces questions auxquelles 1’étudiant répond correctement.
On supposera dans la suite que 1 <n < b etn <N —b. On note Y le nombre total de points obtenus par
I’étudiant a son examen. Le but est le calcul de I’espérance de Y.
C.1. Quelle est la loi suivie par C ? En déduire que

b

E(C) ="

C.2. Soit k € {0,...,n}. Déterminer la loi conditionnelle de D sachant [C = k|. En déduire E(D|C = k).
C.3. Calculer E(D) a I’aide de la relation (+), puis E(Y).
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Correction Ex.—1 Soit f une fonction définie sur R?\ {(0,0)}, a valeurs réelles.
On dit que f est positivement homogene de degré o (ou « est un réel fixé) si :

V(x,y) € Rz\{(0,0)}, Vi €10, 400, f(t.x,1.y) =1t%.f(x,y).

1. Des exemples.
l.a. Une fonction linéaire f de deux variables réelles, a valeurs réelles s’écrit, pour un certain couple (a,b)
de nombres réels :

V(x,y) €R?, f(x,y) = ax+by
On a donc, pour (x,y) € R?\ {(0,0)}, pour ¢ € ]0, 40|,
f(tx,ty)=a(tx)+b(ty) =t.(ax+by) =t' f(x,y)

Du fait que (x,y) et ¢ sont quelconques, on en déduit que f est positivement homogene de degré 1.
1.b. Soita,b,c € Ret f: R?> — R définie par

Y(x,y) € R?, f(x,y) = a.x* 4+ 2b.x.y+c.y>.
Pour (x,y) € R?\ {(0,0)}, pour ¢ € |0, +oo|,
ftx,ty) =a(t.x)*>+2b.(t.x).(t.y) +c(t.y)* = t*.(ax* + 2bxy + cy*) = 1. f(x, y)

Du fait que (x,y) et ¢ sont quelconques, on en déduit que f est positivement homogene de degré o = 2.

L.c. Considérons la fonction f définie sur R?\ {(0,0)} par :

1

' e R2\ {(0,0)}, f(x,y) = —.
(:.3) € RO OO} flxy) = 573

Cette fonction est bien définie car si (x,y) € R?\ {(0,0)}, x* +y* > 0. Elle vérifie

1 1

Y(x,y) € R? \{(0,0)},Vr €]0, 4o, f(t.x,t.y) = (x4 () =2 2157

= t_z.f(x,y).

La fonction f est positivement homogene de degré —2.
1.d. Soit f et g deux fonctions positivement homogenes de degrés respectifs a et f et h = f.g.
Ona

V(x,y) € R2\ {(0,0)}, Vr €10, +oo[, h(t.x,t.y) = f(t.x,1.y).g(t.x,1.y)
= 1% f(ey) 1P g () = 197P £ (x, )8 (x.y) = 19 P h(x, ).

Cela montre que 4 est positivement homogene de degré v = o + 3.

l.e. Soit f une fonction positivement homogene de degré a et B un nombre réel. Soit h = |f |ﬁ .
On a

V(x,y) € R\ {(0,0)}, V1 €]0, +oo[, h(t.x,1.y) = | f(t.x,2.9) [P = |t % fx, )P = 1%P | f(x,3)|P = 1%Ph(x,y).

Cela montre que 4 est positivement homogene de degré v= «.f3.
Noter que le fait que # > 0 est utilisé pour affirmer que |¢| =1.
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2. On suppose que f est une fonction positivement homogene de degré a, continue sur tout pavé ouvert de
R2\ {(0,0)}, a valeurs strictement positives sur cet ensemble.
2.a. Soit la fonction F : R — R définie par :

VO € R, F(0) = f(cosB,sinB)

Comme cos et sin sont continues sur tout R, que Y = (cos, sin) est continue, 27-périodique, a valeurs dans
R\ {(0,0)} (car cos” +sin® = 1) et que f est continue sur R?\ {(0,0)}, la composée F = f oy est continue,
2m-périodique.

La 27-périodicité de la composée, qui est un élément de cours, mérite peut-€tre un rappel : Si 8 € R,

F(0+42m) = f(cos(0+2m),sin(0 +2x)) = f(cos(6),sin(0)) = F(0).
2.b. Soit (x,y) € R*\ {(0,0)}, (,0) €]0, 4+ x R, on aalors r > O et, si (x,y) = (r.cos 8, r.sin 0) alors

f(x,y) = f(r.cosO,r.sinf)
[f homogene de degré ] = r%.f(cos0,sinB)
= r%.F(0)

2.c. Lafonction F est continue, 27-périodique. Par le théoreme des bornes atteintes, applicable car F est a
valeurs réelles, continue sur le segment [0,27], il existe 6_, 64 € [0,27] tels que

VO € [0,27], F(6_) < F(8) < F(6.)

On peut poser C_ = F(6_),C. = F(6.) (ce sont deux nombres strictement positifs car F est a valeurs dans
10, 4-0]) et, on a par 27z-périodicité :

VO eR,C_<F(0)<C,.
En reprenant I’identité de la question précédente, on a :
V(x,y) € R2\ {(0,0)},V¥(r,0) €]0, 400 xR, (x,y) = (r.cos0,r.sin0) = C_.r* < f(x,y) < Cp.r%
2.d. Soita,b,c € Ret f: R?> — R définie par
Y(x,y) € R?, f(x,y) = a.x* 4+ 2b.x.y+c.y>.

On suppose que a > 0 et b> —ac < 0. Comme f est continue sur R? (car polynomiale) positivement ho-
mogene de degré 2 alors il reste 2 montrer que f est A valeurs strictement positives sur R?\ {(0,0)} pour
conclure que f est dans les conditions de cette question 2.

Utilisons 1’astuce de la mise sous forme canonique en considérant a y fixé, f(x,y) comme un trindme
enx.Ona:

f(x,y) = ax*+2bxy+cy?
. b 2 C b2 2
= a. <(x+a.y) +(a az).y )
b —b%+ac
= a. <(x+—.y)2—|—¥.y2)
a a

Comme a est strictement positif, qu’il est en facteur d’'une somme de termes positifs (car le « discriminant »
b>—acest<0 ), on en déduit que :
2
V(x,y) R, f(x,y) =0

et que f(x,y) =0ssix+ %.y =0ety? =0, ce qui équivaut a (x,y) = (0,0). On a donc bien
V(x,y) € R*\ {(0,0}}, f(x,y) > 0

On en conclut qu’il existe deux constantes C_,C > 0 telles que
V(x,y) € R¥\ {(0,0}}, C—.(x* +)?) < f(x,y) < Cy.(x* +7)
(Notons que (x,y) = (r.cos 0,r.sin0) = r> = x> +y%.)
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3. On suppose que f est une fonction positivement homogene de degré o, €' sur (tout pavé ouvert de)
R2\ {(0,0)}. Soit (xg,v0)R?\ {(0,0)} donné et définisssons la fonction g : ]0, +oo[ — R par

Vt >0, g(t) = f(t.x0,1.0)
D’une part, par homogénéité (positivement, de degré o) de f
Vi >0, g(t) = f(t.xo0,.y0) = t*.f(x0,0)
et donc, en dérivant cette fonction puissance, on obtient :
V> 0,8 (1) = ot L f(xo,y0).
D’autre part, par la formule de la dérivée d’une composée d’une fonction de 2 variables réelles par un arc

paramétré (en 1’occurence ¢ — (t.xq,.y0)) :

af af
! J
Vi >0,8(t) = o (t.x0,2.y0)-x0 + Iy (t.x0,2.y0)-Yo-

et donc, en identiifant ces deux formules, on obtient :

0 d
Vi >0, 0.t f(x0,y0) = a—ip(l-xo,l-yo)-xmL a—;t(l-xoal-yo)-yo-

En évaluant la formule obtenue en # = 1, on obtient

0 0
a.f(xo,y0) = a—z(xovyo)-xo + 8—];(360&0)&0

et, du fait du caractere quelconque de (xo, o), que

) d
V() € RA\{(0,0)} 0/ (03) =55 (03) 4.5 (). (Buler)

4. Réciproquement, on suppose que f est une fonction réelle, ¢’ sur tout pavé ouvert de R?\ {(0,0)}
vérifiant la relation (Euler).
Soit (xo,y0) € R?\ {(0,0)} fixé, on a alors, en appliquant la relation (Euler) en (x,y) = (.x0,2.y0) que

d d d d
vVt >0, OC.f(l‘.X(),l‘.y()) = a—i:(l‘.xO,l‘.y()).l.xO—i—a—;c(l‘.xO,l‘.y()).l.y() =t. (a—j:(t.)C(),t.y()).X() + a—;c(t.xo,t.yo).yo) .

En posant, g : t — f(t.x0,2.y), on a donc ( cf. calcul précédent) :
Vi >0,a.g(t) =t.g'()
et donc g est solution d’une équation différentielle linéaire homogene que 1’on résout assez facilement en :
JC e R, Vt >0, g(t) =C.t*
Il reste a déterminer cette constante en évaluant I’identité précédente en t = 1, ce qui donne
f(x0,y0) =g(1)=C

et finalement
vt >0, g(t) = f(x0,y0).t*
ie.
Vit >0, f(t.xo,t.y0) =t*.f(x0,0)-

Comme (xp,y9) est quelconque, on en déduit que f est positivement homogene de degré o.
5. (Question ouverte) A vous de savoir ! !



Correction Ex.—2
— Posons ® Q =R?. Pour une fonction f : Q — R (du couple (x,y)), de classe €2, on définit la fonction
Af, le « Laplacien* de f » par la formule :

2 2
Y(x) € 2. (3)() = G300+ 5L )

— Posons A = ]0,+oo[ x R. Pour une fonction f : Q — R, effectuer le changement de variable en
coordonnées polaires c’est considérer la fonction g : A — R définie par :

V(r,0) € A, g(r,0) = f(r.cos0,r.sin0).

Le but de I’exercice est de déterminer une formule pour le Laplacien Af en termes de la fonction g et de ses
dérivées partielles. On se donne donc f de classe € sur Q, on définit g sur A par la formule proposée.
1. On fixe 6 € R et on considere /i : r— g(r,0) = f(r.cos8,r.sin ).

La fonction A est donc composée de la fonction f par 1’arc paramétré v : r — (r.cos 0, r.sin 0) défini,
de classe %' (les deux composantes r — .cos 8 et r — r.sin @ sont des fonctions linéaires) sur 0, +oo[, &
valeurs dans R? (la trajectoire est une demi-droite de type Oz, ouverte en O = (0,0)). Comme f est supposée
%? (et donc €'!) sur R?, la composée h est €’ sur |0, +oo] avec :

d
Vr >0, (r) = ==(rcos0,rsin@) cos@ +——(rcosf,rsinh) sinh .
dx ~— 8y ~~
%(r.cos@) %(r, sin@)

Pour calculer % (r,0), on fixe 6 et on dérive la fonction d’une variable réelle r — g(r,0) = f(rcos 0, rsin ).

Cette fonction, c’est / et sa dérivée h' = %(., 0) vient d’étre calculée. On a donc :

ag(r 0) =cos6. a—f(r cosB,r.sin@) +sin 6. a—f(r cosO,r.sin0)

V(r,0) €A 'S, e 9y

2. On montre en raisonnant de méme, que pour 6 € R fixé, r — 28 “£(r,0) est €'! sur ]0, 4|, en considérant

les deux fonctions Ay : r +— gf (r.cosO,r.sin@) et hy : r— gf (r. cos 0,r.sin0) dont les dérivées sont les
fonctions vérifiant Vr > 0,

Ry(r) = o°f (rcos@,rsin@).cos 6 + of (rcos@,rsin@).sin0
: ~ Jxdx ’ ' dyodx ’ '
0° df?
Wh(r) = Wgy(rcose,rsine).cose—l—ay];y(rcose,rsine).sine
On a donc, pour cette valeur de 0 :
>0, 286 6.1, (r) +sin 6.1
r> ’82(r ) =cos 0.h](r) +sin0.h5(r)
et finalement, par substitution :
azg 82]0 2
Y(r,0) €A - ——5(n6) = cos 20. ﬁ(rcose r.sin@) + cos 0.sin 6. 2 ax(r.cosG,r.sinO)%—
2 aZf
sin@.cos@.axay(r cos 0, r.sin @) +sin’ 6. W(r cos0,r.sin0)

3. Q’Omega’, le grand O (fermé) grec
4. C’est une notion fondamentale en physique des phénomenes de diffusion (lois de FICK, FOURIER) ainsi qu’en mécanique
des fluides, en électromagnétisme, en mécanique quantique..



3. Soit r € )0, ++oof fixé, la fonction k : 6 + g(r,0) = f(r.cos0,r.sin @) est €' sur R par composition de la
fonction f a droite par ’arc  + (r.cos,r.sin@) dont les deux composantes sont bien de classe %' sur
tout R et, par la formule de dérvation de telles fonctions :

d
VO R, K(0) = —f(rcos 0,rsinB) (—r.sin@)+—==(rcos 6,rsinO) (r.cos 0).
ox —— ay N—_——
%(r.cos@) %(r.sine)
Comme VO € R, k'(6) = g—g(r, 0), on a donc
dg d d
V(r,0) €A, 89( r,0) = —rsin0. a—i(r cos 0,r.sin0) +r.cos 6. a—;t(r cos 0,r.sin0)
4. Pour r € |0, 40| fixé, on peut définir les fonctions k; et k, sur tout R par les formules : VO € R,
ki(6) = gi(r cos6,r.sin0)
d
k(0) = a—i(r.cos@,r.sin@)

De sorte que, comme précédemment, k; et k; sont €'surRetVo € R,

2 d
K (6) = —rsin@.ﬁc(ncos 0,r.sin0) + r.cos Q.m(;ﬁcos 0,r.sinH)
K5(0) = —rsinf a—Zf(r cos 6,r.sin @) +r.cos O a—(r cos6,r.sin Q)
2 — .ax8y . PR . .ayay . PR
Comme 9
VO e R, — 30 (r 0) = —rsin6.k;(0) +r.cos 0.k»(0),
par dérivée de somme et produit, il vient :
32
VO € R, ae‘g (r,0) = —rcos 0.k;(0) — r.sin0.kp(0) — rsin 0.k1(0) +r.cos 6.k5(0),
et finalement, par substitution
92 d d
V(r,0) €A, ae‘g(r 0) = —rcosH. a—i(r cos 0,r.sin@) —r.sin 6. a—i(r cos 0,r.sin0)
2*f ) 22 f
+r2sin 6. o ——5(r.cos@,r.sin@) —r sin9.c0sGayax(r.cose,r.sine)
2 2
—r?.cos 0.sin98x8y(r.cos 0,r.sinfh) —|—r2.00526.8—y2(r.cos 0,r.sinfh)
5. On admet que g est de classe %% sur A. Si on prend a/(r) = %, (r)= rlZ’ on voit que dans la combinaison

- . ., 2 2
proposée, les dérivées partielles secondes croisées provenant de g § et 9 ng se compensent (somme nulle) et

qu’il en est de mé€me pour les dérivées premieres simples provenant de et

2
‘37]2[, on trouve cos 8% +sin 82 = 1. Finalement, on a :

a 92 En facteur de - j; et de

92 19 1 92
V(r,0) € A, a—j(r,e) —|—;.a—‘i(r,9) + r—z.a—eﬁ(r,e) = (Af)(r.cos 8, r.5in@).
NB : remarquer, si x, y ont pour unité une longueur, r aussi et I’expression trouvée respecte les homogénéités
(il ne manquerait plus que le contraire !)



Correction Ex.-3
1. Question préliminaire
Avec les notations de la définition ci-dessus, montrer a I’aide de la formule des probabilités totales, On

a, avec la définition donnée,

p

Y E(X]y =i)P(

f (ikIP’X k|Y_z))IP’(Y:i)
i=0 i=0
Lk

P(X = k|Y = i)P(Y =)

u Mm

(interversion de sommes finies) =

i=0

— Z k. <Z P(X =k|Y =i)P(Y = i))
k=0

n

(probas totales) = Z kP(X =k)
k=0

defE) = E(X)

On a donc bien
p

E(X) =Y EX|Y =i)P(Y =i). (+)

i=0

Partie A
Etude d’un premier exemple

A.1. Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur {0,...,3}. On note

M la variable aléatoire dont la valeur est égale au maximum de la valeur de U et de la valeur de V , soit
M = max(U,V).
A.l.a. On a, pour .,/ € {0,...,3}, par indépendance, puis définition de la loi uniforme.
11 1
P(U,V)=(k,£))=P(U =ketV=10)=PU =k)P(V={) = 11°16
A.1.b. M est a valeurs dans {0, ...,3}. Par ailleurs, M > U. Pour k,m € {0,...,3}, P(U =k,M =m) =0si

m < k.
Sim>k,ona
1. Sim >k, {U=k,M=m}={U=k,V =m}etdonc
1
IP’(U:k,M:m):IP’(U:k,V:m):E

2. Sim=k,{U=m,M=m}={U=m,V <m} etdonc

1 m+1
P(U =k M= -
( m) = 14
On a donc le tableau suivant
m\k|O|1]2]|3
0 |&]0]o]oO
T 12
ST AT SN
2 16|16 /169
3 [ LT L]TLT4A
16116116116

@)



On a donc, en calculant la marginale > pour M,

P(M=0)|
PM=1)| %
P(M=2)| %
P(M=3)| &

et ’espérance de M est

3 5 7 34 17

16 716 “'16 16 8
A.2. Le but de cette question est de généraliser le résultat de la question A.1. Soit n un entier naturel non
nul. U et V désignent désormais deux variables aléatoires réelles discretes, indépendantes, de méme loi
uniforme sur {0, ...,n}. On note alors M = max (U, V) la variable aléatoire égale a la valeur maximale prise
parUetV .
A.2.a.Soiti <n.Ona

n n

Y k= Zk—ik
)

>~
l

+
—
>~

=1 1
nin+1
2 2 2

i(i+1) (n—i(n+i+1)

A.2.b. Montrons par récurrence sur n € N que

1 1)(2 1
VneN,Zizzn(n+ )6(n+ ).
i=0

n(n+1)(2n+1)
— -
1. Py est vraie, elle se réduit a 0 = 0.

Pourn € N, soit B, : Y1 2=

2. Supposons P, vraie pour un certain entier n € N, on a

n+1 n
Y& = Yi+m+1)?
i=0 i=0
(2n+1
(par P,) = nin ¥ )6(n+ )—l—(n—H)z
1 1 1
- ”z m@n+n+6m+n):ﬁ%—@#+ﬂn+®::”+(n+a@n+$

Cequiest Pq.

3. Par récurrence, on a donc montré que
VneN, P,.

A.2.c.Ona, pour k <n,P(M =k|U =n)=0car P(M =k,U =n) =0,P(M =n|U =n) =1 et donc
n
EM|U =n) = Zk.IP’(M:IdU =n)=nPM=nlU=n)=n
k=0

A.2.d. On considere i un entier naturel tel que i < n.

5. Pour chaque ligne du tableau précédent, on fait la somme des termes



A.2.d.i. On a, par la définition de I’espérance conditionnelle que

n
EM|U=i) = Y kPM=kU=1i)
k=0
i—1 n
= Y kPM=KU=i)+PM=ilU=i)+ Y kPM=kU=i)
k=0 k=i+1

CommeonalU <M, sik <i,P(M =k|U =i)=0etdonc

EM|U=i) = iPM=ilU=i)+ i kP(M = k|U = i)

k=i+1
A.2.dii. Soitk e {i+1,...,n},ona
PM=ketU =)
PM=klU=i) =
(M =KU =) P(U =)
_ Pmax(U,V)=ketU =i) P(V=ketU=i)
B P(U =) - PU =)
(indep.deU etV = P(V=k)
1
V unif =
(V uniforme) nrl
et donc, par A.2.a,
1 1 (141
Y kP(M=kU =i)= <"<”+ ) _ i+ ))
A.2.d.ji. P amax(U.V) — et U — )
max =1etlU =1
PM=ilU =i) = ’
(M =ilU =) P(U =)
En décomposant suivant le systeéme complet d’événements (V = /), ¢ € {0,...,n}, on a, comme P(max(U,V) =

ietU=ietV=10)=0sil>i,

n

P(max(U,V)=ietU=i) = Y P(max(U,V)=ietU=ietV =1)

=0
i
= YPU=ietV={)

=0
. i+1
(loide (U,V) = CFIE
. . i+1
PM=ilU=i) = CF)

A.2.e. En regroupant les résultats des trois questions précédentes, on obtient que pour i < n,

1 (nm+1) i(i+1) i+l .
n+1< 5T )+l.<n+1)—2(n+1)(n(n+1)+l(l+1))

Cette relation est aussi vraie pour i = n comme on a pu le voir en A.2.c Comme par la relation (+),

EM|U =) =

E(M) = i)E(Mw = )P(U = i)



en remplagant (on a P(U = i) = HLH), on obtient

1 n

EM)= ——— 1 (i+1
(M) = 31y & o+ D +ii+1)
Menons ce calcul au bout. On a
EM) = ;n(n+l)2+;zn:i2+;zn:i
2(n+1)2 20n+1)2 & 2n+1)2 5
n n2n+1) n

2 R0+ T3
6.n.(n+1)+n2n+1)+3n  n.(8n+10)  n.(4n+5)

12(n+1) 12.(n+1)  6.(n+1)
Dans le cas n = 3, cela donne E(M) = % = %, ce qui est bien le résultat trouvé en A.1.
Partie B

Etude d’un second exemple

Etant donné b un entier naturel non nul, on considére une urne contenant » boules blanches. Les autres
boules, au nombre de ¢, sont noires. L’urne contient ainsi N = b + ¢ boules. On tire les boules une a une
et sans remise. On s’intéresse au nombre Yy de boules noires tirées avant d’obtenir la premiere blanche
('indice N marque la dépendance de Y par rapport au nombre total de boules dans 1’urne avant le premier
tirage). On pose uy = E(Yy) et on raisonne par récurrence sur N pour une valeur de b fixée. X; désigne la
variable de BERNOULLI égale a 1 si la premiere boule tirée est blanche et O sinon.

B.1. Yy prend ses valeurs entre O (on tire une blanche des le premier tour) et ¢ (on tire toutes les noires
d’abord, et quand elles sont toutes tirées, on est bien forcés de tirer une blanche)

B2.OnaE(Yy|X; =1) =Y o kP(Yy =k|X; =1). Comme il a été dit précédemment, sachant X; = 1, on
aYy=0etdonc P(Yy =0|X; =1)=1,P(¥Yy =k|X; = 1) =0 pour k > 0. Finalement E(Yy|X; = 1) = 0.
B.3. On suppose ¢ > 1. Soit i € {1,...,c}, sachant que X; = 0 (et donc qu’on tire une noire au premier
tour), le nombre de boules noires tirées avant 1’obtention d’une blanche est 1 de plus que le nombre de
boules noires tirées avant I’obtention d’une blanche dans une expérience comportant ¢ — 1 boules noires et
b boules blanches, d’ou I’égalité P(Yy = i|X; =0) =P(Yy_1 =i—1).

B.4.0Ona

C
E(YwX; =0) = ) iP(Yy=i]X; =0)
i=0

iP(Yy =ilX; =0)

Il
Mﬁ

i=1

-

o
RN

(question précédente) = iP(Yy_1=i—1)

~

= Y+ 1D)P(Yy =)

i=0
c—1 c—1
= iP(Yy_1=i)+ Y iP(Yy_1 =i)
i=0 i:O ,
—uy 1 =1
= l4uy—



B.S. Pourvu que ¢ > 1, i.e. N > b, par la relation (+), en conditionnant sur les deux valeurs de X,

uy = E(Yy) =E(¥¥|X = 0)P(X; = 0) +E(¥y|X; = 1) P(X; = 1)

7\ J

1+;;\/,1 % ;,0
N-—b
= (1 +MN—1) N

B.6. Si ¢ = 0, le nombre de boules noires tirées avant obtention de la premiere blanche est ¥, = 0. On a
donc u, = 0.
En appliquant la relation de récurrence, on a

N—-b 1 ot <1+N—b)N—b b+2 2 2
_— = u = = =
N b+l PP N’ N  b+1b+2 b+1

Upt1 =

B.7. Posons, pour k > 0, vy = E(Y, 1) = uyi. En réécrivant les relations sur u, on a

vo=0etVk>0,vy = (l‘l‘vk)%: (1+vk)b—]{<——‘k_41—1
Ona
1 _b+2 2 2
VI_H—l’vz_b—l—lb-l-Z_b‘i‘l,
_b+3 3 3
BT br1b+3 b+l
k

A partir de 13, il est bien tentant de conjecturer que vy = On a, en supposant ceci au rang k, que

b+1"

b+1+k k+1  k+1
b+1 b+k+1 b+1

Vi+1 =

ce qui est la formule au rang k+ 1 : Bingo la conjecture ! !
En conclusion, par récurrence, on a

k
Yk € N.E(Y; =y, = ——
€ N,E(Ypix) = vk 51

Partie C
Etude d’un troisieme exemple

On s’intéresse maintenant au probléme suivant. Pour un examen, une liste de N questions a été fournie
aux €tudiants pour leurs révisions. Le jour de I’examen, n questions de la liste, choisies aléatoirement, sont
posées sous forme de questionnaire a choix multiple (QCM), avec quatre réponses possibles a chaque fois
dont une seule est juste. Chaque réponse juste rapporte un point, les réponses fausses rapportent zéro point.
Les questions sont indépendantes entre elles.

On s’intéresse ici a un étudiant donné, qui a révisé et connait la réponse a b questions de la liste. Le jour
de I’examen, il se retrouve donc face a n questions, chacune de I’un ou I’autre des deux types suivants :

1) celles qui sont parmi les b qu’il a révisées et dont il connait la réponse ; on note C la variable aléatoire
égale au nombre de ces questions;

i1) celles qu’il n’a pas révisées, auxquelles il donne une réponse au hasard parmi les quatre fournies

(« au hasard » signifiant ici qu’il possede une chance sur quatre de donner la bonne réponse); on
note D le nombre de ces questions auxquelles 1’étudiant répond correctement.
On supposera dans la suite que 1 <n < b etn <N —b. On note Y le nombre total de points obtenus par
I’étudiant a son examen. Le but est le calcul de I’espérance de Y.

10



C.1. C est le nombre de questions révisées parmi n questions tirées, sans remise dans un réservoir de N
questions. La proportion de questions révisées de ce réservoir est %. C suit donc une loi hypergéométrique.
Les hypotheses faites sur n, N et b garantissent que C est a valeurs dans {0,...,n}. Son espérance est

b
nbre tirages e

prop. de succes

C.2. Soit k € {0,...,n}. Sachant C =k, il y a donc n — k questions non révisées, avec proba. de bien y
répondre %. Le nombre de bonnes réponses pour ces questions non révisées suit donc d’une loi binomiale
% (n—k, ). On adonc

_n—k

4

C.3. Par la relation (+), en conditionnant sur les valeurs de C, on a

E(D|C = k)

Hm»:iEww:@Mczmzf
k=0 k=0

n—k
4

P(C = k)

Il s’agit de calculer plus avant cette quantité. On a

n

in_%WF%)— fi@@—m—12kmc—m
k=0 a a 4'k:O Bl 4'k:O. B
n 1
= - __E(C
173 (€)
OnaY =D+ Cetdonc
n 3 1 3b
= = — —E = n.\— _—
E(Y)=E(D)+E(C) 4+4 (C) n(4+4N)

Pour que, en moyenne, il ait la barre de passage a 10/20, i.e. E(Y) > 7, il faut donc réviser b > %’ questions.

Une question intéressante, nécessitant un calcul de variance un peu plus chaud, serait : quel nombre de
questions réviser pour que, a 75% de chances, il ait plus que la moyenne ? Par BIENAYME-TCHEBY CHEFF,
il s’agit de trouver b pour que

E(Y)-2/V(¥) > 3
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