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Devoir 09
Polynômes, intégrales généralisées

Samedi 02/03/2024

Problème

Le but de ce problème est d’explorer quelques propriétés des polynômes de HERMITE, apparaissant
dans les formules de dérivées successives de la densité gaussienne.

Le tracé par ordinateur, obtenu en exécutant le script complété de la partie E, des graphes des
premiers polynômes de cette famille est un complément bienvenu à la copie.

Partie A
Préliminaires

On définit d’une part la fonction g : R→ R par la formule

∀x ∈ R, g(x) =
1√
2π

e−
1
2 x2

et d’autre part la suite de polynômes (Hn)n∈N par la récurrence

(H ) : H0 = 1 et ∀n ∈ N, Hn+1(X) = X .Hn(X)−H ′
n(X)

où H ′
n désigne le polynôme dérivé de Hn.

A.1.a. Ecrire les termes H1, H2, H3 et H4 de la suite (Hn)n∈N.
A.1.b. Argumenter rapidement quant à la bonne définition de la suite (Hn)n∈N.
A.1.c. Donner le degré et le coefficient dominant de chaque polynôme Hn. On effectuera une démonstration
par récurrence.
A.1.d. Montrer que

1. si n est un entier pair alors Hn est pair,

2. si n est un entier impair alors Hn est impair.

A.1.e. Montrer que les coefficients de chaque polynôme Hn sont des entiers relatifs.
A.2.a. Justifier que la fonction g est de classe C ∞ sur R. Pour n ∈ N, on note g(n) sa dérivée n-ième 1, i.e. ,
en notation physicienne,

∀x ∈ R, g(n)(x) =
dng(x)

dxn

A.2.b. Montrer que
∀n ∈ N, ∀x ∈ R, g(n)(x) = (−1)nHn(x).g(x)

A.2.c. Donner, sans faire de nouveaux calculs, une formule pour g(4).

1. lorsque n = 0, il s’agit de la fonction g elle-même
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Partie B
Quelques propriétés intégrales

B.1. Soit P est un polynôme quelconque.
B.1.a. Montrer que lorsque x →+∞,

|P(x)e−
1
2 x2

|.ex → 0.

B.1.b. En déduire que l’intégrale généralisée∫ +∞

0
P(x)e−

1
2 x2

dx

est convergente.
B.2. Montrer que l’intégrale généralisée ∫ +∞

−∞

P(x)e−
1
2 x2

dx

est convergente.

⋆⋆⋆

Si P, Q sont deux polynômes, on note

⟨P,Q⟩= 1√
2π

∫ +∞

−∞

P(x).Q(x).e−
1
2 x2

dx.

B.3.a. Montrer que, si P ∈ R[X ] est fixé alors l’application φP : R[X ]→ R définie par

∀Q ∈ R[X ], φP(Q) = ⟨P,Q⟩

est bien définie, à valeurs réelles et linéaire. C’est à dire que

∀λ1,λ2 ∈ R, ∀Q1,Q2 ∈ R[X ], φP(λ1.Q1 +λ2.Q2) = λ1.φP(Q1)+λ2.φP(Q2).

Indication:Utiliser la linéarité de l’intégrale généralisée.
B.3.b. Montrer que

∀P,Q ∈ R[X ], ⟨P,Q⟩= ⟨Q,P⟩ .
B.3.c. Montrer que

∀P,Q ∈ R[X ], ⟨X .P,Q⟩= ⟨P,X .Q⟩ .
B.3.d. Montrer finalement que

∀P ∈ R[X ], ⟨P,P⟩ ≥ 0

et que
∀P ∈ R[X ], ⟨P,P⟩= 0 ⇒ P = 0.

B.4.a. Montrer que pour n, m ∈ N,

⟨Hn,Xm⟩= (−1)n
∫ +∞

−∞

g(n)(x).xm dx.

B.4.b. Montrer, par récurrence sur n ∈ N∗, que

∀n ∈ N∗,∀m ∈ N,0 ≤ m ≤ n−1 ⇒ ⟨Hn,Xm⟩= 0.

Indication:On traitera séparément les cas m = 0 et m > 0. Une ipp peut-être utile pour traiter ce deuxième cas.
B.4.c. Montrer, par récurrence sur n ∈ N, que

∀n ∈ N, ⟨Hn,Xn⟩= n!.
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B.5. Déduire 2 de la question précedente que

∀n ∈ N, ∀P ∈ Rn−1[X ], ⟨Hn,P⟩= 0

puis que

∀n,m ∈ N, ⟨Hn,Hm⟩=

{
0 si m ̸= n
n! si m = n

.

Partie C
Un peu d’algèbre linéaire

On fixe n ∈ N∗.
Pour un polynôme P ∈ Rn[X ], on admet qu’il existe un (n+ 1)-uplet de Rn+1 (les « coordonnées de P

sur la base Hn ») tel que

P =
n

∑
k=0

pk.Hk.

C.1. Démontrer que

∀ℓ ∈ {0, . . . ,n} , pℓ =
1
ℓ!
⟨Hℓ,P⟩ .

C.2.a. Justifier, en utilisant la récurrence H , que le polynôme P = Hn+1 −X .Hn est de degré ≤ n− 1 et
montrer que, pour un certain coefficient pn−1 ∈ R, P = pn−1.Hn−1.

Indication:Calculer les coordonnées de P sur la base Hn−1 en se servant notamment des relations des questions
B.3 et B.5.
C.2.b. En déduire que

H ′
n = n.Hn−1.

et que la suite (Hn) vérifie la récurrence à deux crans

H0 = 1,H1 = X et ∀n ∈ N∗, Hn+1 = X .Hn −n.Hn−1.

2. On rappelle que Rn−1[X ] est l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n−1. Pour n = 0, on convient que cet
ensemble ne contient que le polynôme nul.
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Partie D
A propos des racines

Le but de cette partie est de démontrer les résultats suivants :
1. Chaque polynôme Hn a exactement n racines réelles distinctes (et donc de multiplicité 1)
2. Les racines de Hn et de Hn+1 sont entrelacées au sens où entre chaque couple de racines consécutives

de Hn+1 il y a exactement une racine de Hn.
D.1. Dans cette question, on fixe n ∈ N∗.
D.1.a. On suppose que Hn n’a pas de racine réelle. Montrer qu’alors

∀x ∈ R, Hn(x)> 0

et aboutir à une contradiction. Indication:Utiliser le fait que ⟨H0,Hn⟩= 0, cf. Question B.5

⋆⋆⋆

On note {αk,k ∈ {1, . . . ,Nn}} l’ensemble des racines réelles de Hn (au nombre de Nn donc), on suppose que

α1 < · · ·< αNn

et on note mk la multiplicité de αk en tant que racine de Hn. On a donc la factorisation

Hn(X) = (X −α1)
m1 ..(X −αNn)

mNn .Q(X)

où Q est un polynôme unitaire n’ayant pas de racines réelles et donc ∀x ∈ R, Q(x)> 0.
D.1.b. On traite quelques cas particuliers avant d’aborder le cas général.
D.1.b.i. On suppose que n ≥ 2 et Nn = 1 et m1 ≥ 2 est impair. Donner le signe de Hn(x).(x−α1) pour x ∈R
et conclure à une contradiction du fait que ⟨Hn,X −α1⟩= 0.
D.1.b.ii. On suppose que n ≥ 3 et Nn = 2 et m1 = 1, m2 = 2. Donner le signe de Hn(x).(x−α1) pour x ∈ R
et conclure à contradiction du fait que ⟨Hn,X −α1⟩= 0.
D.1.b.iii. On suppose que n ≥ 4 et Nn = 2 et m1 = 1, m2 = 3. Donner le signe de Hn(x).(x−α1).(x−α2)
pour x ∈ R et conclure à une contradiction du fait que ⟨Hn,(X −α1).(X −α2)⟩= 0.

⋆⋆⋆

Pour le cas général, on pose P(X) = ∏
Nn
k=1(X −αk)

εk où εk =+1 si mk est impair et εk = 0 si mk est pair.
On suppose par contradiction que Nn < n, ce qui arriverait si Hn avait une racine au moins double

ou si Hn avait une racine complexe non réelle.
D.1.c. Montrer qu’alors le polynôme P est de degré < n.
D.1.d. Donner le signe de Hn(x).P(x) pour x ∈ R
D.1.e. et conclure à une contradiction du fait que ⟨Hn,P⟩= 0.
D.2. La conclusion de la question précédente est que, pour n ≥ 1, l’ensemble des racines de Hn peut s’écrire
{αk,n, k ∈ {1, . . . ,n}} alors que celui des racines de Hn+1 peut s’écrire {αk,n+1, k ∈ {1, . . . ,n+1}} avec,
dès que n ≥ 2,

α1,n < · · ·< αn,n et α1,n+1 < · · ·< αn,n+1 < αn+1,n+1.

On cherche à démontrer que, pour n ∈ N∗, en notant

I1 = ]α1,n+1,α2,n+1[ , . . . In = ]αn,n+1,αn+1,n+1[ ,

on a
∀k ∈ {1, . . . ,n} , αk,n ∈ Ik.

D.2.a. Démontrer en utilisant le théorème des accroissements finis et la relation obtenue en Question C.2.b
que dans chaque intervalle Ik, il y a au moins une racine de Hn.
D.2.b. Conclure.
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Partie E
Informatique

Le but de cette partie est de développer un petit système de calcul sur les polynômes en Python, un
module Python, permettant, entre autres, de calculer effectivement un certain nombre termes consécutifs
d’une suite de polynômes définie par une récurrence telle que H .

Utiliser le script python/polynomes-empty.py.
On code un polynôme P en Python par une liste de nombres. Cette liste peut avoir une longueur variable,

le tout est qu’elle soit suffisamment longue pour pouvoir contenir tous les coefficients. Par exemple, le
polynôme

P = 1+2X2 +7X5

peut être codé par l’une des listes P=[1.0,0,2.0,0,0,7.0] ou P=[1.0,0,2.0,0,0,7.0,0,0]. Dit au-
trement, la liste P, de longueur len(P) code le polynôme

P =
len(P)-1

∑
k=0

P[k]Xk.

Les fonctions dont nous avons besoin au minimum pour gérer les polynômes sont

1. degre(P) qui retourne le degré de P, liée à une fonction de nature technique trim(P) qui retourne
la liste de longueur minimale représentant P

2. somme(P,Q) qui retourne la somme de deux polynômes, pdt_par_scalaire(lambada,P) qui re-
tourne le produit du nombre lambada par le polynôme P,

3. produitX(P) qui retourne le polynôme X .P et, plus généralement, produit(P,Q) qui retourne le
produit de deux polynômes P et Q

4. derive(P) qui retourne P′, le polynôme dérivé de P

5. Les fonctions de substitution

(a) subst_reel(P,x) qui retourne la valeur du polynôme P en le nombre x,
(b) subst_poly(P,Q) qui retourne le polynôme P◦Q = P(Q)

(c) subst_matrice(P,A) qui retourne la valeur du polynôme P en la matrice carrée A,

Le script en annexe est à compléter et/ou analyser. Une fois complété, le faire tourner donne les graphes de
H0, ..,H6.
E.1. Compléter le corps de la fonction degre. Il s’agit de trouver, avec indices descendants, l’indice du
premier, en partant de la fin, élément non nul d’une liste.
E.2. Compléter le corps de la fonction pdt_par_scalaire. On peut s’inspirer du texte de la fonction
somme.
E.3.a. Expliquer le fonctionnement de la fonction produitX.
E.3.b. Expliquer le fonctionnement de la fonction produit. Quelle formule abstraite sur les polynômes y
est implémentée?
E.4. Compléter le corps de la fonction subst_reel. On peut s’inspirer des fonctions (plus compliquées)
subst_poly et subst_matrice.
E.5. Expliquer le fonctionnement de la fonction Hermite.
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Partie F
Valeurs propres, informatique et racines des polynômes Hn

Pour n ≥ 2, on construit la matrice ∆n de taille n×n en posant,

∀k, ℓ ∈ {1, . . . ,n} , [∆n]k,ℓ =


0 si k ̸= ℓ+1 ou ℓ ̸= k+1√

k si ℓ= k+1√
ℓ si k = ℓ+1

F.1. Ecrire une fonction Python d’entête Delta(n) qui, étant donné un entier n retourne une matrice numpy
de shape (n,n) et contenant la matrice ∆n.
F.2.a. Calculer, à la main, les valeurs propres de ∆2 et vérifier que ce sont (exactement) les racines du
polynôme H2. (L’ordre de ces calculs est laissé à votre choix).
F.2.b. Calculer, à la main, les valeurs propres de ∆3 et vérifier que ce sont (exactement) les racines du
polynôme H2. (L’ordre de ces calculs est laissé à votre choix).
F.2.c. Calculer, à la main, les valeurs propres de ∆4 et vérifier que ce sont (exactement) les racines du
polynôme H4. (L’ordre de ces calculs est laissé à votre choix).
F.3. Ecrire une fonction d’entête EgaliteRacinesVp(n) prenant en argument un entier n et imprimant,
pour k variant de 1 à n, les valeurs propres de chaque ∆k et les valeurs de Hk calculées en ces valeurs
propres.

On pourra utiliser la fonction np.linalg.eigvals pour évaluer les valeurs propres de ∆k et les fonc-
tions développées en partie E pour évaluer le polynôme Hk en ces valeurs propres.

Exécuter et constater la presque nullité ou pas de Hk aux valeurs propres de ∆k.
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