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Polyndmes, intégrales généralisées
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Probleme

Le but de ce probleme est d’explorer quelques propriétés des polynomes de HERMITE, apparaissant
dans les formules de dérivées successives de la densité gaussienne.

Le tracé par ordinateur, obtenu en exécutant le script complété de la partie E, des graphes des
premiers polynomes de cette famille est un complément bienvenu a la copie.

Partie A
Préliminaires
On définit d’une part la fonction g : R — R par la formule
1 - 12
V2m

et d’autre part la suite de polynémes (H),),cn par la récurrence

Vx eR, g(x) =

() : Hy=1etVn €N, Hyoy (X) = X.Hy(X) — H\(X)

ol H, désigne le polyndme dérivé de H,,.

A.l.a. Ecrire les termes H,, H,, H3 et Hy de la suite (H,),en.

A.1.b. Argumenter rapidement quant a la bonne définition de la suite (H,),eN-

A.1l.c. Donner le degré et le coefficient dominant de chaque polyndéme H,,. On effectuera une démonstration
par récurrence.

A.1.d. Montrer que

1. sin estun entier pair alors H, est pair,
2. si n est un entier impair alors H,, est impair.

A.l.e. Montrer que les coefficients de chaque polyndme H,, sont des entiers relatifs.
A.2.a. Justifier que la fonction g est de classe € sur R. Pour n € N, on note g(") sa dérivée n-ieme !, ie.
en notation physicienne,

d"g(x)

Vx € R, g(n) (x) = dx"

A.2.b. Montrer que
vneN,Vx e R, g™ (x) = (=1)"H,(x).g(x)

A.2.c. Donner, sans faire de nouveaux calculs, une formule pour g(4).

1. lorsque n =0, il s’agit de la fonction g elle-méme



Partie B
Quelques propriétés intégrales

B.1. Soit P est un polyndme quelconque.
B.1.a. Montrer que lorsque x — +-oo,

IP(x)e 2% [.e" — 0.
B.1.b. En déduire que I’intégrale généralisée

+oo 1.2
/ P(x)e” 2" dx
0

est convergente.
B.2. Montrer que I’intégrale généralisée

+oo _ sz
P(x)e” 2% dx
est convergente.

* Kk k

Si P, QO sont deux polyndmes, on note

1 oo 12
(P,Q) = \/T_Tc/oo P(x).Q(x).e” 2" dx.

B.3.a. Montrer que, si P € R[X] est fixé alors I’application ¢p : R[X]| — R définie par

VO € RX], ¢p(Q) = (P.Q)

est bien définie, a valeurs réelles et linéaire. C’est a dire que

VA1, A2 € R,VQ1,0: € RIX], 0p(A1.01 + 242.02) = A1.9p(Q1) + A2.90p(02).

Indication:Utiliser la linéarité de I’intégrale généralisée.

B.3.b. Montrer que

VP,Q e RIX], (P,Q) = (Q,P).
B.3.c. Montrer que

VP,0 € RIX], (X.P.0) = (P.X.0).
B.3.d. Montrer finalement que
VP e R[X], (P,P) >0

et que

VP e R[X],(PP)=0=P=0.
B.4.a. Montrer que pour n, m € N,

~+oo

(HX") = (=1)" [ g ()0 .

—o0

B.4.b. Montrer, par récurrence sur n € N*, que

VneN" VmeN,0<m<n—1= (H,,X")=0.

Indication:On traitera séparément les cas m = 0 et m > 0. Une ipp peut-&tre utile pour traiter ce deuxiéme cas.

B.4.c. Montrer, par récurrence sur n € N, que

VneN, (H,,X") =n!.



B.5. Déduire 2 de la question précedente que

Vne N, VP e R,_[X], (H,,P) =0

puis que
0 si
Vn,m € N, <HnaHm>:{ m#n
n!l sim=n
Partie C
Un peu d’algebre linéaire
On fixe n € N*.

Pour un polynéme P € R, [X], on admet qu’il existe un (n+ 1)-uplet de R"*! (les « coordonnées de P
sur la base 77, ») tel que

P= Pk-Hk~

n
k=0
C.1. Démontrer que

1
VfG{O,...,n},pg:EU'Ig,P).

C.2.a. Justifier, en utilisant la récurrence 57, que le polyndbme P = H,,, | — X.H, est de degré <n —1 et
montrer que, pour un certain coefficient p,_1 € R, P = p,,_1.H,_1.
Indication:Calculer les coordonnées de P sur la base .77, en se servant notamment des relations des questions
B.3etB.5.
C.2.b. En déduire que
H,=n.H, ;.

et que la suite (H),) vérifie la récurrence a deux crans

Hy=1H =XetVne N*,H,H_] =X.H,—nH, 1.

2. On rappelle que R, [X] est I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n — 1. Pour n = 0, on convient que cet
ensemble ne contient que le polyndme nul.



Partie D
A propos des racines

Le but de cette partie est de démontrer les résultats suivants :
1. Chaque polyndme H,, a exactement n racines réelles distinctes (et donc de multiplicité 1)

2. Lesracines de H, et de H, | sont entrelacées au sens ol entre chaque couple de racines consécutives
de H,1 il y a exactement une racine de H,,.

D.1. Dans cette question, on fixe n € N*,
D.1.a. On suppose que H, n’a pas de racine réelle. Montrer qu’alors

Vx € R, Hy(x) >0
et aboutir a une contradiction. Indication:Utiliser le fait que (Hy,H,) = 0, cf. Question B.5
* ok k
Onnote { oy, k € {1,...,N,}} I'ensemble des racines réelles de H,, (au nombre de N, donc), on suppose que
o <--- <y,
et on note my, la multiplicité de oy en tant que racine de H,. On a donc la factorisation
H,(X)=(X—o0q)"..(X —ow,)™.Q(X)

ou Q est un polynéme unitaire n’ayant pas de racines réelles et donc Vx € R, Q(x) > 0.

D.1.b. On traite quelques cas particuliers avant d’aborder le cas général.

D.1.b.i. On suppose que n > 2 et N, = 1 et m; > 2 est impair. Donner le signe de H, (x).(x — a;) pour x € R
et conclure a une contradiction du fait que (H,,X — o) = 0.

D.1.b.ii. On suppose que n > 3 et N, =2 et m; = 1, mp = 2. Donner le signe de H,(x).(x — o) pour x € R
et conclure a contradiction du fait que (H,,X — a;) = 0.

D.1.b.iii. On suppose que n > 4 et N, =2 et m; = 1, my = 3. Donner le signe de H,(x).(x — ot).(x — o)
pour x € R et conclure a une contradiction du fait que (H,, (X —ay).(X — ) =0.

* %k

Pour le cas général, on pose P(X) = Hgil (X — o) % o & = +1 si my, est impair et & = 0 si my, est pair.

On suppose par contradiction que N, < n, ce qui arriverait si H, avait une racine au moins double
ou si H, avait une racine complexe non réelle.
D.1.c. Montrer qu’alors le polyndome P est de degré < n.
D.1.d. Donner le signe de Hy,(x).P(x) pour x € R
D.1.e. et conclure a une contradiction du fait que (H,,P) = 0.
D.2. La conclusion de la question précédente est que, pour n > 1, ’ensemble des racines de H,, peut s’écrire
{an, k € {1,...,n}} alors que celui des racines de H,,,1 peut s’écrire {0y 41,k € {1,...,n+1}} avec,
desquen > 2,

Opp < < OppClOpp1 < < Opptl < Opyilnptl-

On cherche a démontrer que, pour n € N*, en notant

I =0 g1, 00 041[5 - Do = ) O 1, O 1 g1 [
on a
Vk € {1,...,71}, Ol n el.

D.2.a. Démontrer en utilisant le théoréme des accroissements finis et la relation obtenue en Question C.2.b
que dans chaque intervalle /i, il y a au moins une racine de H,,.
D.2.b. Conclure.



Partie E
Informatique

Le but de cette partie est de développer un petit systeme de calcul sur les polyndmes en Python, un
module Python, permettant, entre autres, de calculer effectivement un certain nombre termes consécutifs
d’une suite de polyndmes définie par une récurrence telle que .77.

Utiliser le script python/polynomes-empty.py.

On code un polyndme P en Python par une liste de nombres. Cette liste peut avoir une longueur variable,
le tout est qu’elle soit suffisamment longue pour pouvoir contenir tous les coefficients. Par exemple, le
polyndme

P=1+2X*+7X>

peut étre codé par ’'une des listes P=[1.0,0,2.0,0,0,7.0] ouP=[1.0,0,2.0,0,0,7.0,0,0]. Dit au-
trement, la liste P, de longueur len(P) code le polyndme

len(P)-1
p= Y PIKX"
k=0

Les fonctions dont nous avons besoin au minimum pour gérer les polyndmes sont

1. degre(P) qui retourne le degré de P, liée a une fonction de nature technique trim(P) qui retourne
la liste de longueur minimale représentant P

2. somme (P, Q) qui retourne la somme de deux polynomes, pdt_par_scalaire(lambada,P) qui re-
tourne le produit du nombre lambada par le polyndme P,

3. produitX(P) qui retourne le polyndome X.P et, plus généralement, produit (P,Q) qui retourne le
produit de deux polyndmes P et Q

4. derive(P) qui retourne P’, le polyndme dérivé de P
5. Les fonctions de substitution

(a) subst_reel(P,x) quiretourne la valeur du polyndme P en le nombre x,
(b) subst_poly(P,Q) qui retourne le polyndme Po Q = P(Q)
(c) subst_matrice(P,A) quiretourne la valeur du polynome P en la matrice carrée A,

Le script en annexe est a compléter et/ou analyser. Une fois complété, le faire tourner donne les graphes de
Hy,..,Hs.

E.1. Compléter le corps de la fonction degre. Il s’agit de trouver, avec indices descendants, 1’indice du
premier, en partant de la fin, élément non nul d’une liste.

E.2. Compléter le corps de la fonction pdt_par_scalaire. On peut s’inspirer du texte de la fonction
somme.

E.3.a. Expliquer le fonctionnement de la fonction produitX.

E.3.b. Expliquer le fonctionnement de la fonction produit. Quelle formule abstraite sur les polyndomes y
est implémentée ?

E.4. Compléter le corps de la fonction subst_reel. On peut s’inspirer des fonctions (plus compliquées)
subst_poly et subst_matrice.

E.S. Expliquer le fonctionnement de la fonction Hermite.



Partie F
Valeurs propres, informatique et racines des polyndmes H,,

Pour n > 2, on construit la matrice A, de taille n x n en posant,

0 sik#0+1oul#k+1
vk, L€ {1,...,n}, [Aulke =< Vk sil=k+1
VIO sik=10+1

F.1. Ecrire une fonction Python d’entéte Delta(n) qui, étant donné un entier n retourne une matrice numpy
de shape (n,n) et contenant la matrice A,,.
F.2.a. Calculer, a la main, les valeurs propres de A, et vérifier que ce sont (exactement) les racines du
polyndme H;. (L’ordre de ces calculs est laissé a votre choix).
F.2.b. Calculer, a la main, les valeurs propres de A3z et vérifier que ce sont (exactement) les racines du
polyndme H,. (L’ordre de ces calculs est laissé a votre choix).
F.2.c. Calculer, a la main, les valeurs propres de A4 et vérifier que ce sont (exactement) les racines du
polyndme Hj. (L’ordre de ces calculs est laissé a votre choix).
F.3. Ecrire une fonction d’entéte EgaliteRacinesVp(n) prenant en argument un entier n et imprimant,
pour k variant de 1 a n, les valeurs propres de chaque A; et les valeurs de Hj calculées en ces valeurs
propres.

On pourra utiliser la fonction np.1linalg.eigvals pour évaluer les valeurs propres de A, et les fonc-
tions développées en partie E pour évaluer le polyndme Hj, en ces valeurs propres.

Exécuter et constater la presque nullité ou pas de H; aux valeurs propres de Ay.



onbrydeid of PPy -----———-—-- ()moys-a1d « XN » OUUIY[00] 9JURISUO)) ————— esTed

SOQUUOPIO SOP X[ OP SOUIO( SI[ X —--- (xewk ‘utwk)wrTL-a1d « TRIA » QUUAI[0O( dJUBISUO)) —————— onIy

SOSSIOS(R SOP OXE[ 9P SOUIO( SO OXI] —--- (Xeux‘utux)wrix-q1d «  NO |/ » 9IOAUOY ----¢g IO Y

QULIOUOT}I0 919d0I O] PUSY --—-——— (.Tenbe )stxe q1d « g 1| » OloAUdY --- g pue y

(seguuopI10 19 SASSIOSAR) X 10 X $99ST[ $9] Ted stugop sputod sop SWIRISO)SI,[ SIQUIY) ———————mo— (A¢X)xeq-a1d V/ Op uo11e39U B[ OI0AUSY ————— y 2ou

o faou (¥, ¢ ejueSewr w, ‘ weAd (o, ‘ @A (3, ‘98nox (I, ‘ NdIqQ (g, : INOMOD e «QZIDy» IS, ————q =< ®©
cocumdge (- ‘oqautod (- -, ‘urerd eI} -, @ OUSI e €Q <Dy NS, e q<e

Tt 9II0%9 (k¢ ‘XTOID (X, ‘snid 4+, ‘Ouo8exoy Y, ‘puol o, ‘yurod ., : SOqUAS e €QSD»OIIL ——-mq => ©

: suor}do so] DoAR (SP9UUOPIO 10 SASSISR) & 19 X $9ISI o Ted sTuyop sjurtod sop 9 INO0d B 9IQUIY) —-—— ((I-+ ‘L ¥X)20Td 21d S0 D T, e 4> e

91d se 201dAd-qr130T1d3ew axodut
. . KQF#D» V], ———-q =j ®
\ uoahn.nzaoaamz;;_l\ « Q=D » 9[e39 [ 9I0], ——--q == ®
22 QIOAUY --- (x)dxe-du N D U 1S ju 910AUdY -- (u)TeTIosoey-du W\.w—.:ummoﬂ,_l\
0 < z 18 (T)uf or0AUY --- (Xx)3or-du [x] oroAUY ————-- (x)x00TFdu , ;
0< T1sz/Nooauay -- (x)3xbs-du (T)ue)ore 9I0AUDY ——————— (x)ue3e du

du se Adunu jaodut JN 9P SHUSWIR[Y P SIqUIOU O] IOAUY === === === ===~ W)ezts-du

(e JU 99LI)eW B[ 9P JRULIOJ 9] S[ANOD UN SURD OIOAUY] ———————————— (W) edeys * du

. ’ JU Op uowdo 1199d snyd o[ SIOAUY —————————————— (W)utw-du

JU Op Juowg[o pueld snjd of OI0AUY ——————-—mmmmam (W) xew" du

JA 9P SIUQWII[Y SO SN0Y Op HNPOId 9] OIOAUDY ————————————— (W) poxd-du

(T°0)V 4> X O[qeLreA oUn P UOMESI[eT SUN SIS ——— -~ (1°0)ssnesd px U Op SIUOWIDD SO[ S10Y Op OUIWIOS B[ SIOAUSY ———= - ———=————— (s - du
(Ja‘vl)n = x o1qerrea oun,p uoryesifear ouN oG —-- (q°®)IUTPURT  pI J IV PWLIYeT ympod o] OT0ATSY] ———————————— (430 20p" du
([10])72 > X olqeLrea oun, p UOIYeSI[EII OUN NG ——————— ()wopuex - px P L — T

pa4 se wopueu*Adwnu 3aodwL

T 9IST[ B[ 9P SHUSWIY[Y SO] JUOS XNBUOIRIP

— N/ | 20000 T e A e T T e cooooooee 8 d
(wopuey | SOULIOY SO JUOP S[RUOSRIP SOLIJRUL B[ 991)) (Ljmione e
U O[[IRY OP 9HIUOPT 9OLIJRUIL B 9QI)) —————————————— (u)efs-du
JU 9P SURL O] IOATSY ——————— (W) TUeI~XTIgew e WL X U O[[Ie} Op O[[IU OOLIJRUL B[ 091) ———————— ([u‘u])soxez du
a9osse oFessed op ootrjewt e[ 4 99 gy op sordod (08Te eT (snpout) q 30 v exyuo moﬁwﬁwmmh JuotpULIOpm - (u‘q‘e)eoedsutt-du
SINOTRA SOP 9YST[ B[ 380 T 1O T 9[dN0D UN SIOAUY] : BRI O €10 CEl ERRRRa Gl EEH0)
JUT op so1doid sImo[ea Sop 93SI[ B[ SIOAUY —————————— (N)sTeaSTe BT Adumu 9011YeTI US BYSI[ OUN OULIOJSUBL, —=—=——=——=—=- ()feare-du
O[ISIOATIT 4SO O[[0 IS J{ OOLIJRUL B[ OP OSIOAUL,[ OIOAUDY —————————————— (W) AUT BT du se £dwmu gzodut

er se Sreurt Adunu jxodut

W,\wﬁdﬁ: Adwin ZT\

T 99SI[ B[ 9P SIUOWID[D SI SN0} OP JUIWOS B[ AIOAUNY ———— (T)UNS T 99SI] B[ 9P SIUOW, P OIGUIOU O] SIOAUNY —--—— (T)UST
T 99sI] e[ op juowd[e 130d snyd of SI0AUY ---- (T)UTW 2T 19 T SOISI[ XTOp S9[ dUIRIUO) ——- ZT + T

T 99SI] ©[ Op JuoWY[ pueid snid o OI0AUDY ---- (T)XBuW T 99SI] B[ Op UY B[ ® ' JUOWY,[ oInoly (e)pusdde- T

T 99SI[ ©[ OP ® INO[RA B[ SIO] OUN OA[UY (©)oAOWSI T ® JUDWIY[D,] SIOJ U DOA® JISI[ OUN IO ————— ux[e]

T 9P 9AJ[UR [ 10 T 9P ¥ AOIPULP JUOWI[Q,] o10AUY -- (F)dod T 9PIA 9)SI[ AUN I ———————— 0

(sogs1T |

( 4dumn N ,_I\

0c0¢
OLHA-OHYDV

NOHLAd







