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Mathématiques 2023-2024

Devoir Surveillé 01
Le samedi 16 septembre 2023
durée 3h00

Documents écrits, électroniques, calculatrices et téléphones portables interdits
La plus grande attention sera apportée a la qualité de la rédaction, syntaxe et orthographe comprise.
Numeérotez les copies et questions et soulignez ou | encadrez | les résultats.
Vous pouvez utiliser les résultats des questions en amont d’une question donnée en la référencant clairement
Les calculs, méme longs et fastidieux doivent figurer sur la copie

Si au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous le signalerez sur
votre copie et poursuivrez la composition.

Probléme
noq n (_1)[7—1
Pour n € N*, on note z,, = Z — etx, = Z —5
p=1P p=1 P

Le but essentiel de ce probleme est, aprés avoir démontré la convergence de la suite numérique z = (z,)
en partie A, de donner I’expression exacte de sa limite en partie B. On étudie en parallele la convergence et
la valeur de la limite de la suite x = (x,) et on donne une application de ce résultat au calcul d’une intégrale
en partie C. Quelques calculs informatiques en partie D illustrent ces résultats théoriques.

Partie A
Deux suites convergentes.
A.l.a. Démontrer que la suite z = (z,) est croissante.
A.1.b. Démontrer la majoration :
1 1 1
VpeN\{0,1}, 5 < —— ——
P>~ p—1 p
et en déduire que :

1
VneN* z,<2— -
n

A.l.c. Conclure sur la convergence de la suite z vers un nombre que 1’on notera ! ¢ et qui vérifie :

5
-<{<2.
S <<

A.2.a. Démontrer que les suites (ay) et (b;) sont adjacentes ol on a défini :
Vk € N,ag = xp(c41), bk = Xok+1-

A.2.b. Conclure sur la convergence de la suite x vers un nombre que 1’on notera £ et qui vérifie :

3
-<c<l1.
4—6_

A.3.a. Démontrer que pour tout k e N*,
Dk — X2k = <.Z
2k 2k ) k

A.3.b. En déduire que £ = 1.

1. §:«zetar,le’z grec; & :«xi», le ’x* grec;




Partie B
Calcul de limites.

Dans cette partie, on veut déterminer la valeur exacte de § et de &.
Pour tout n de N, on pose

/2 /2
W, = / cos™(t)dt et J,= / 1*cos?(1) dt.
0 0

On rappelle que pour tout ¢ € R et pour tout m € N, cos” () = (cos(t))™.
B.1. Soit n € N. Donner une primitive sur R de w définie par

Vi € R, w(t) = sin(r). cos™ (1)

B.2.a. Calculer W, et W;.
B.2.b. Soit n un entier de N. Justifier que W,, > 0.
B.2.c. Montrer que, pour tout n de N :

/2
W, —Wyp1 = / sin(¢) sin(¢) cos>(r) dt.
0
B.2.d. En déduire que, pour tout n de N :
2n+2)W,i1 = 2n+ 1)W,.

B.3.a. Montrer que, pour tout n de N :

2 /2
g1+ —— tsin(t) cos? (1) dt.

Jy—Jpy = ———
nent T 2n+1Jo

B.3.b. Montrer que, pour tout n de N :

2n+2 7 7 W
2n+1)7" T T Qn+ ) (2n+2) T

B.3.c. Montrer que, pour tout n de N :

B.3.d. Conclure que, pour tout n de N* :

B.4.a. Montrer que

/4 2
Vt € [0,—], —t <ssin(t) <t
> - sin(t)
i . W,
B.4.b. Montrer que, pour tout n de N : 0 < J, < = (W, —W,41) puis que 0 < J, < S D)
n
B.5.a. Montrer que lorsque n — oo,
J
=50

n

B.5.b. Calculer Jj et en déduire les valeurs de & puis de &.

2



Partie C
Calcul d’une intégrale.

C.1. Montrer que

n B 1 (_l)ntn

Vie[0,1], VneN*, Y (—p)rlrl=

fras| 141 141

C.2. Justifier que

Vie[0,1], VneN*, |In(1+7)—Y (-1)P'—
p=1 p
C.3. On définit la fonction f sur I'intervalle [0, 1] par
In(1+¢) .
—— st >0
vt €0,1], f(¢) = !
0.1], 1) {1 sit=0
C.3.a. Justifier que f est continue sur ’intervalle fermé [0, 1].
C.3.b. Justifier que
Vne N* vt €[0,1], - Y (-1)P” < i
| p n+1

C.3.c. Montrer que, pour tout n € N*,

no(_ -1
[roa- £ 507 <
0 P

< .
(n+1)?

P

1
C.4. En déduire la valeur de / f(t) dt
0

Partie D
Eléments informatiques.

On suppose importée la bibliotheque numpy sous son alias habituel np.

n—l—l'

D.1. Ecrire une fonction z(n), qui, étant donné un entier n, retourne zn, la valeur de z,.
D.2. Ecrire une fonction x (n), qui, étant donné un entier n, retourne xn, la valeur de x,,. On demande de ne
pas utiliser de fonction puissance ou assimilée (du type (-1)**(p-1) ounp.pow(-1,p-1)) pour calculer

le signe placé au numérateur.
D.3. Qu’attendre de la valeur de 2*z(20) -2*x(20) -z (10) ?

D.4. Ecrire une fonction SR(n=1000) qui calcule une approximation de fol f(t) dt en utilisant une somme

de RIEMANN de n termes. On prendra garde a la difficulté que pose f en 0.
D.5. Qu’attendre de la valeur de SR() -x(20) ?
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Correction DS 01

Correction Ex.—1 Pour n € N*, on note

noq n (_l)pfl
n = — etx, =
z;lpz p; s
Partie A

Deux suites convergentes.

A.l.a. Soitn € N*. Ona .

Zn+1—Zn:m>0

Comme Vn € N*, 7,11 —z, > 0, la suite z = (z,) est croissante.
A.1.b. Soit p € N\ {0,1}, on a, en réduisant au méme dénominateur :

11 11 1 p—1—p 1
2 1 TR h o) P Pr-1)<0
et donc
YpeN\{0,1}, 5 < —— L
p-—p—1 p

Soit n € N*, n > 2, en sommant les inégalités précédents pour p variant de 2 a n, on en déduit (somme
télescopique) que

L | LS| 1 1
R N AT
p=2P pzzp_l p n
et en ajoutant le terme pour p = 1, on en déduit que :
. 1 1
VvneN", z, <1+1--=2—-
n n

A.l.c. Comme Vn € N*, 2 — % < 2, la suite z est majorée par 2. Comme z est croissante, elle est convergente
(théoréme de « la limite monotone ») vers une limite { vérfiant (par exemple)

< <2

Comme 75 =1+ }1 = %, on a obtenu I'inégalité voulue :

<{<2

&~
IN



A.2.a. On rappelle que deux suites réelles (ay) et (by) sont adjacentes si :
1. L'une ( par exemple (ay)) est croissante, 1’autre ((by)) décroissante,
2. la différence des deux a pour limite O : by — a; — 0 lorsque k — +-co.
1. Ici, pour k € N,
2k+4 ( 1)p71 2k+2 )pfl 2k+4 (_1)p71

A1 — ke = X2(k+2) — X2(k+1) = X2k+4 — X2k+2 = Z - Z Z

2
p=1 p? p=2k+3 P

1 1
= — >0
(2k+3)?  (2k+4)?

Comme k est quelconque, la suite (ay) est croissante.

2. De méme, pour k € N,

2k+3 ( l)p—] 2k+1 )p—l 2k+3 (—l)p_l
b1 —br = X2(k+1)+1 — X2k+1 = X2k+43 — X2%41 = — Z Z ——
p=1 P’ p=2k+2 P
1 1
= — <0

(2k+3)?  (2k+2)?
Comme k est quelconque, la suite (by) est décroissante.

3. Finalement, pour k € N,

2k+-1 ( l)pfl 2k+2 pfl 2k+4-2 (_Upfl
by—ar = X241 7 X2(k4-1) = X2k+1 — X2k+2 = Z - Z Z B —
p=1 p? p=2k+2 P
B 1
B +(2k+2)2

On a donc, lorsque k — +oo, by —a; — 0.
A.2.b. Les suites (ay) et (by) sont adjacentes et le théoréme des suites adjacentes implique alors qu’il existe
& € R, limite commune de ces deux suites et que par ailleurs :
VkeN,a <& <by

Les suites (ai) et (by) étant les suites extraites de x en conservant respectivement les indices pais et les
indices impairs, al convergence de ces deux suites vers une méme limite & implique que la suite x converge
vers £&. Comme by =x; =l etag =xp = 1—%: %,ilvient:

3
-<c<l1.
4—6_

A.3.a. Soit k € N*, on a, en mettant les indices pairs et impairs dans deux paquets disjoints dans chacune
. . . 1.
des sommes (p = 2q ou (p = 2¢ + 1), en simplifiant et enfin en factorisant 7 :
2k 2k+1 ~1
1 —1)?
k=X = Y, 5 %
— (_I)Zq—l k—1 (_1)2q+1—1
= +y — VY _ Yy’
E’l (29) L (2g+1)? qz_l (29> = (29+1)

q=0
k k—1 k k—1
1 1 1 1
= +Y —— —~
;(%)2 =0 (2q+1)? ;(2@2 EO(ZCHI)Z
k k
1 o2& 1 1
Lagp ik



On a donc bien .
Vk € N*, 2ok — xp = 5%k

A.3.b. En passant la fmaille d’identité précédentes a la limite lorsque k — o0, sachant que zo; — &,z — &,
xox — &, on obtient par opérations et unicité de la limite,

1
(—&=3¢
et en, réarrangeant, & = %C )

Partie B
Calcul de limites.

Dans cette partie, on veut déterminer la valeur exacte de § et de &.
Pour tout n de N, on pose

/2 /2
W, = / cos™(t)dr et J,= / 1% cos> (1) dt.
0 0

On rappelle que pour tout t € R et pour tout m € N, cos™(t) = (cos())™.
B.1. Soit n € N. Une primitive sur R de w est W définie par

1

Vit R, W(t) = —=——cos" (¢
€R,W(r) =~ o™ (1)
B.2.a. Ona:
7T/2 77,7/2 T
Wo = / cos?(r) dt = / dt = —
0 0 2
et, en utilisant (linéarisation) Vr € [0, 5], cos®(t) = l +1 5 cos(2t) et la linéarité de I’intégrale, il vient
2, /2 /2 LI 4
Wi :/0 cos”(t) d 2/ dt + 2/ cos(2t) dt = 4 4 [sm(2t)]0 =7

B.2.b. Soit n un entier de N. L’intégrande de W,,, la fonction # — cosz(t) est continue, strictement positive
(sauf en une extrémité) sur I'intervalle d’intégration non trivial [07 %} , 'intégrale W, est donc > 0.
B.2.c. Soit n de N, par linéarité de I’intégrale puis par I’identité 1 — cos?(¢) = sin(t).sin(¢) :

n/2 /2 m/2
W,—Wyp = / cos?(t) dt —/ cos>(1).cos> (1) dt = / (1—cos?(t)).cos>(z) dt
0 0 0

/2
= / sin(¢) sin(r) cos® () dt.
0
B.2.d. On peut maintenant procéder a une intégration par partie dans cette derniere identité en posant
v(t) = sin(t), V' (t) = cos(t), u/(t) = sin(t) cos?*(t) = w(t) et u(t) = 2n1+1 cos?t1(t) =W(t) (cf B.1). Les
fonctions u et v ainsi définies sont ¢’ sur [0,%] etona

/2
Wy—Wypy = / sin(¢) sin(t) cos(¢) dr
0 N —— e’
(1) u' (1)
/2

. —1 2n+1 /2 1
= |sin(t). =——cos™" (¢) +/ cos(t) —— cos
—— 0 ~——2n+

2n+1 2n+1
v(t) L?(:) V(1) 7;@)
- n+1 n+1



En réorganisant cette égalité :
2n+2)W,p1 = (2n+ 1)W,.
B.3.a. Sur le méme modele et la méme idée d’intégration par parties : Soit n de N :

/2 /2
Jp—=Int1 = / 1*cos?(1) dt—/ 1*cos?(t).cos?(t) dt
0 0

/2
= / 12 sin(t) sin(r) cos™(¢) dr.
0 =~ ~- d
v(t) u' (1)

On a posé v(t) = t%sin(r) et vest ¢! sur [0,%] avec:

Vit € [O, g} V(1) = 2tsin(t) + 12 cos(t)

On obtient finalement, du fait que v(0) =0 et u(5) =0:

/2
Jp—Jui1 = / (t2 cos(t) + 2tsin(r)) cos?™ 1 (t) dt
0

2n+1

/”/2t2 1 20424y gp + 2 /”/2t in(t) cos? (1) dt
= cos sin(t) cos
0 2n+1 2n+1Jo

On a donc obtenu :

1 2
Ty —Jps1 = ——1,
n+1 1 n+1+2n_H

B.3.b. En réintégrant par parties mais maintenant on prend ( c¢f. B.1 avec 1’exposant légeérement modi-

fié) u(t) = —51 cos® (1), u'(r) = sin(t) cos®1(¢), v(t) =1, v/(t) = 1 (on a toujours I’annulation aux

bornes :v(0) =0, u(5) = 0)

/2
/ tsin(t) cos?" (1) dt.
0

1 %/2 2n+2(t dt = ;W
2n—|—2/o cosT ) dt = g W
et donc, en injectant ceci dans I’identité obtenue a la question précédente : pour n de N :
;J 2 W,
U T i Dant2) !

/2
/ tsin(t) cos® (1) dt =
0

Jn _Jn—H =

En réarrangeant cette identité (J,,41 + ﬁ]nﬂ = %Jn+1), on obtient :

<zn+2>1n+1—1n: —2 W1,

2n+1 2n+1)(2n+2) "

B.3.c. Soit n de N, on peut diviser par W, | I’identité précédente (ce nombre est > 0) pour obtenir :
Jnt1 -2 War1 -2 2n+1 -2

Wost Wo (Cn+1)(2n+2) W,  (2n+1)(2n+2)2n+2 (2n+2)2

B.3.d. Soit n de N*, sommons les identités précédentes (on a substitué n par k) pour k variant de O an — 1
pour obtenir par télescopie :

I o _ N e e
Wn WO k:()WkJrl Wk
n—1 )
B ,;O(Z(kﬂ))z
1341 1
=k+1] = —= Y —=——7,.
[p +1] ) le 3 Zn
pi



B.4.a. Pour montrer que
ny] 2
Vte[o,—],—tg in(t) <t,
5 7 sin(t) <

posons [ = [0, %}, définissons les deux fonctions f:1>¢t+—t—sint et g:I >t +—> sint — %.t qui sont de
classe ¢ sur [ et vérifient :

Vtel, f'(t)=1—cos(t), g (t) = cos(t) — %, g’ (t) = —sin(z)

— Concernant f : f” est positive sur I donc f y est croissante et comme f(0) = 0, on obtient
Vel f(r) > f(0)=0
c’est a dire
Vi el t>sin(t)

— Concernant g : Remarquons que g(0) =0 et g(5) = 0. Par le théoreme de ROLLE, il existe ot € ]0, 5 |
tel que g’(or) = 0. Par ailleurs, g” est strictement négative sur I (sauf en une extrémité), donc g’ est
strictement décroissante sur / et donc

vt € [0,al, g (t) >0etVt e]a%} , 8 (1) <0

On peut donc tracer le tableau de variations de g :

t |0 o Z
g (1) + 0 -
g(a)
g(t) /! N\
0 0

On en conclut que :
Viel g(t)>0

ce qui se réécrit en
) 2
vVt €l,sint > —.t.
T

B.4.b. Soit n de N : par la question précédente, (et signe de %)

2
T
Viel,0<1?< Zsin(t)z

Par croissance de I’intégrale, on a donc, en intégrant ces inégalités sur 1, (aprés multiplication par cos*(t) >
0):

2y o L BT
0< / t°.cos™(t) dt < Z/ sin(¢)“.cos™ () dt
0 0
ce qui, d’apres la définition de J,, et B.2.c se réécrit en
2
0 <J/u < Z(Wn_WnJrl)-

D’apres B.2.d (les deux identités),

1 1
Wy =Wy = — W1 = —W,
C S P S PR M
il vient, par substitution :
2
W,
0<J, < :
T 8(n+1)



B.5.a. On en déduit que

I n?
VneN* 0< — <
" =W, = 8(n+1)

et donc, vu que g ( ) — 0 lorsque n — +oo, par le théoreme des gendarmes, on en déduit que lorsque
n— +oo,

In

— — 0.

W
B.S.b. Ona

5 l 22
o= [ tdi=_["]} =
0 A 3 [ }O 24
D’apres B.2.d, c’est a dire

VneN* g, =220 o2
" n WO Wn

en passant a la limite lorsque n — +oco, on déduit de 2&,—’; —0etz, — § que

J 32 2
(=20 % 2T
Wo 24 @ 6
et finalement : 5 5
T 1 T
C—g@ _EC B
Partie C

Calcul d’une intégrale.

C.1. La formule
Vi e[0,1], VneN* i( )Pl = L _ =0
iV ’ Y 147

est une recopie a peine altérée de la formule de somme des n premiers termes consécutifs d’une suite
géométrique de raison g avec g = —t. Cette formule est valable car r # —1.
C.2. Soit n € N* Réorganisons la formule précédente en :

(_l)ntn
1+t

1 n
Vt € [0,1], 1_—}—[ — Z(-l)P_llp_l =
=1

Par inégalité triangulaire (et le fait que " > 0 pour les ¢ concernés et enfin que 1 +¢ > 1 > 0), il vient

n
)P I;p—1

t”l
< — <"

vt €[0,1], <13 S

Soit maintenant 7 € [0, 1] intégrons I’inégalité précédente pour ¢ variant entre O et 7. Il vient

[l

Par ailleurs, par inégalité triangulaire pour les intégrales,

/T Loyt g </
o 141 ~—Jo

p=1

n

i

p:

T TrH—l
dt</ " dt =
0 n+1

1+1 i )i dr,

p=1




c’est a dire, en calculant le terme de gauche explicitement

In(1+7)— Xn” lTp / Zn: VWP ar
n(
=1 “Jo |1+t P ’
On peut alors conclure, en regroupant les deux inégalités que :
n TP Tn+1
VT € [0,1], [In(1+T) — P11 .
0,1}, |In(1 + Z:: p n +1

ce qui est, a renommage de T en ¢ pres, la famille d’inégalités demandée.
C.3. On définit la fonction f sur 'intervalle [0, 1] par

Dl >0

Vte[O,l],f(f):{l sit=0

C.3.a. En reprenant I’inégalité précédente pour et en divisant par 7 > 0, on a

n Tpl
Z -1£

p=1 p

"
< 1

n—+

In(1+7)
vr ejo.1], | ™ +

Pour n = 1, cela donne (vu que 1 = f(0))

T
VT €]0,1], 1£(T) - £(0)] < 5.
et montre, par le théoreme des gendarmes que f(7T) — f(0) lorsque T — 0T. La fonction f est donc
contionue en 0.
Etant continue par les théorémes opératoires sur |0, 1], f s’avere étre continue sur 'intervalle fermé
[0, 1].
C.3.b. On a obtenu
t}’l
n+1

n tpl
Yyt

p=1 p

Vne N* VvVt €[0,1],

~

a la question précédente.
C.3.c. On peut maintenant, comme en C.2 par croissance de I’intégrale d’une part et inégalité triangluaire
sur les intégrales d’autre part obtenir, pour un certain n € N*,

1 no(—1)p—1zp—1 Loy 1
| (i ar< [ Ld=
0 0 I’l—|—1 (n—|—1)

f)ydi=Y,

p=1 P
et
1)P—1p—1 1 no(_1\p—1zp—1
/ dt— ( ) dt g/ f(t)dt—ZL dt
0 p=1 P
Comme le terme de gauche de cette megahte vaut
! (1)
fe)ydi— ) ~—5—
/o p; p?
et que le terme de droite se majore par m, il vient :
1 G| P
t) dt — < .




C.4. En faisant tendre n vers +oo, on déduit du théoréme des gendarmes et de w — 0 que

Lt
IET%/O f() dt.

— p71 2 : e 2 . .
( L)z — & = 5. par unicité de la limite

/lf(t) dt:ﬂ—z.
0

Sachant par ailleurs que ZZ:I

Partie D
Eléments informatiques.

D.1.

def z(n):
zn = 0
for p in range(1l,n+1)
zn += 1/(p*p)
return zn

D.2.

def x(n):
xn = 0
s =1
for p in range(l,n+1)
xn += s/(p*p)
s = -8
return xn

D.3. D’apres A.3.a La valeur de 2*z (20) -2*x(20) -z(10) est théoriquement nulle. Elle est pratiquement
nulle aux arrondis pres, souvent de 1’ordre de 1078,

D.4. On utilise les somme de RIEMANN a droite pour ne pas avoir a calculer £(0). Cela permet de définir
f(x) seulement pour x > 0.

def f(t)
return np.log(l+t)/t

def SR(n):

delta = 1/n

S = 0.0

x =0

for k in range(l,n+1):
x += delta
S += f(x)

return delta*S

D.5. La valeur de SR()-x(20) n’est pas nulle théoriquement, elle est contrdlée (en v.abs) d’une part
parl’inégalité de C.3.c et d’autre par le fait que la valeur SR() n’est qu’une aproximation de I’intégrale. A
vue de nez, la différence est ~ 0.01 mais guere plus.



