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Documents écrits, électroniques, calculatrices et téléphones portables interdits
La plus grande attention sera apportée à la qualité de la rédaction, syntaxe et orthographe comprise.

Numérotez les copies et questions et soulignez ou encadrez les résultats.
Vous pouvez utiliser les résultats des questions en amont d’une question donnée en la référençant clairement

Les calculs, même longs et fastidieux doivent figurer sur la copie

Si au cours de l’épreuve, vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous le signalerez sur
votre copie et poursuivrez la composition.

Problème

Pour n ∈ N∗, on note zn =
n

∑
p=1

1
p2 et xn =

n

∑
p=1

(−1)p−1

p2 .

Le but essentiel de ce problème est, après avoir démontré la convergence de la suite numérique z = (zn)
en partie A, de donner l’expression exacte de sa limite en partie B. On étudie en parallèle la convergence et
la valeur de la limite de la suite x = (xn) et on donne une application de ce résultat au calcul d’une intégrale
en partie C. Quelques calculs informatiques en partie D illustrent ces résultats théoriques.

Partie A
Deux suites convergentes.

A.1.a. Démontrer que la suite z = (zn) est croissante.
A.1.b. Démontrer la majoration :

∀p ∈ N\{0,1}, 1
p2 ≤ 1

p−1
− 1

p

et en déduire que :

∀n ∈ N∗, zn ≤ 2− 1
n

A.1.c. Conclure sur la convergence de la suite z vers un nombre que l’on notera 1 ζ et qui vérifie :

5
4
≤ ζ ≤ 2.

A.2.a. Démontrer que les suites (ak) et (bk) sont adjacentes où on a défini :

∀k ∈ N,ak = x2(k+1), bk = x2k+1.

A.2.b. Conclure sur la convergence de la suite x vers un nombre que l’on notera ξ et qui vérifie :

3
4
≤ ξ ≤ 1.

A.3.a. Démontrer que pour tout k ∈ N∗,

z2k − x2k =
1
2
.zk

A.3.b. En déduire que ξ = 1
2ζ .

1. ζ :« zeta », le ’z’ grec ; ξ :« xi », le ’x’ grec ;
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Partie B
Calcul de limites.

Dans cette partie, on veut déterminer la valeur exacte de ζ et de ξ .
Pour tout n de N, on pose

Wn =
∫

π/2

0
cos2n(t) dt et Jn =

∫
π/2

0
t2 cos2n(t) dt.

On rappelle que pour tout t ∈ R et pour tout m ∈ N, cosm(t) = (cos(t))m.
B.1. Soit n ∈ N. Donner une primitive sur R de w définie par

∀t ∈ R, w(t) = sin(t).cos2n(t)

B.2.a. Calculer W0 et W1.
B.2.b. Soit n un entier de N. Justifier que Wn > 0.
B.2.c. Montrer que, pour tout n de N :

Wn −Wn+1 =
∫

π/2

0
sin(t)sin(t)cos2n(t) dt.

B.2.d. En déduire que, pour tout n de N :

(2n+2)Wn+1 = (2n+1)Wn.

B.3.a. Montrer que, pour tout n de N :

Jn − Jn+1 =
1

2n+1
Jn+1 +

2
2n+1

∫
π/2

0
t sin(t)cos2n+1(t) dt.

B.3.b. Montrer que, pour tout n de N :(
2n+2
2n+1

)
Jn+1 − Jn =

−2
(2n+1)(2n+2)

Wn+1.

B.3.c. Montrer que, pour tout n de N :

Jn+1

Wn+1
− Jn

Wn
=

−2
(2n+2)2

B.3.d. Conclure que, pour tout n de N∗ :

Jn

Wn
− J0

W0
=−1

2

n

∑
p=1

1
p2 =−1

2
.zn.

B.4.a. Montrer que

∀t ∈
[
0,

π

2

]
,

2
π

t ⩽ sin(t)⩽ t.

B.4.b. Montrer que, pour tout n de N : 0 ≤ Jn ⩽
π2

4
(Wn −Wn+1) puis que 0 ≤ Jn ⩽

π2Wn

8(n+1)
.

B.5.a. Montrer que lorsque n →+∞,
Jn

Wn
→ 0

B.5.b. Calculer J0 et en déduire les valeurs de ζ puis de ξ .
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Partie C
Calcul d’une intégrale.

C.1. Montrer que

∀t ∈ [0,1] , ∀n ∈ N∗,
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1 =
1

1+ t
− (−1)ntn

1+ t
.

C.2. Justifier que

∀t ∈ [0,1] , ∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∣ln(1+ t)−
n

∑
p=1

(−1)p−1 t p

p

∣∣∣∣∣⩽ tn+1

n+1
.

C.3. On définit la fonction f sur l’intervalle [0,1] par

∀t ∈ [0,1] , f (t) =

{
ln(1+t)

t si t > 0
1 si t = 0

C.3.a. Justifier que f est continue sur l’intervalle fermé [0,1].
C.3.b. Justifier que

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ [0,1] ,

∣∣∣∣∣ f (t)−
n

∑
p=1

(−1)p−1 t p−1

p

∣∣∣∣∣⩽ tn

n+1
.

C.3.c. Montrer que, pour tout n ∈ N∗,∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (t) dt −

n

∑
p=1

(−1)p−1

p2

∣∣∣∣∣⩽ 1
(n+1)2 .

C.4. En déduire la valeur de
∫ 1

0
f (t) dt.

Partie D
Eléments informatiques.

On suppose importée la bibliothèque numpy sous son alias habituel np.
D.1. Ecrire une fonction z(n), qui, étant donné un entier n, retourne zn, la valeur de zn.
D.2. Ecrire une fonction x(n), qui, étant donné un entier n, retourne xn, la valeur de xn. On demande de ne
pas utiliser de fonction puissance ou assimilée (du type (-1)**(p-1) ou np.pow(-1,p-1)) pour calculer
le signe placé au numérateur.
D.3. Qu’attendre de la valeur de 2*z(20)-2*x(20)-z(10)?
D.4. Ecrire une fonction SR(n=1000) qui calcule une approximation de

∫ 1
0 f (t) dt en utilisant une somme

de RIEMANN de n termes. On prendra garde à la difficulté que pose f en 0.
D.5. Qu’attendre de la valeur de SR()-x(20)?

3



P
Y

T
H

O
N

A
G

R
O

-V
E

T
O

20
20

[]
--

--
--

--
C

ré
er

un
e

lis
te

vi
de

[a
]*

n
--

--
-

C
ré

er
un

e
lis

te
av

ec
n

fo
is

l’é
lé

m
en

t
a

L.
ap

pe
nd

(a
)

A
jo

ut
e

l’é
lé

m
en

t
a

à
la

fin
de

la
lis

te
L

L1
+

L2
--

-
C

on
ca

tè
ne

le
s

de
ux

lis
te

s
L1

et
L2

le
n(

L)
--

--
R

en
vo

ie
le

no
m

br
e

d’
él

ém
en

ts
de

la
lis

te
L

L.
po

p(
k)

--
R

en
vo

ie
l’é

lé
m

en
t

d’
in

di
ce

k
de

L
et

l’e
nl

èv
e

de
L

L.
re

mo
ve

(a
)

En
lè

ve
un

e
fo

is
la

va
le

ur
a

de
la

lis
te

L
ma

x(
L)

--
--

R
en

vo
ie

le
pl

us
gr

an
d

él
ém

en
t

de
la

lis
te

L
mi

n(
L)

--
--

R
en

vo
ie

le
pl

us
pe

tit
él

ém
en

t
de

la
lis

te
L

su
m(

L)
--

--
R

en
vo

ie
la

so
m

m
e

de
to

us
le

s
él

ém
en

ts
de

la
lis

te
L

Li
st

es

im
po

rt
nu

mp
y

as
np

np
.a

rr
ay

()
--

--
--

--
--

--
-

Tr
an

sfo
rm

e
un

e
lis

te
en

m
at

ric
e

nu
mp

y

np
.l

in
sp

ac
e(

a,
b,

n)
--

--
-

C
ré

e
un

e
m

at
ric

e
lig

ne
de

n
va

le
ur

s
un

ifo
rm

ém
en

t
ré

pa
rt

ie
s

en
tr

e
a

et
b

(in
cl

us
)

np
.z

er
os

([
n,

m]
)

--
--

--
--

C
ré

e
la

m
at

ric
e

nu
lle

de
ta

ill
e

n
×

m

np
.e

ye
(n

)
--

--
--

--
--

--
--

C
ré

e
la

m
at

ric
e

id
en

tit
é

de
ta

ill
e

n

np
.d

ia
g(

L)
--

--
--

--
--

--
-

C
ré

e
la

m
at

ric
e

di
ag

on
al

e
do

nt
le

s
te

rm
es

di
ag

on
au

x
so

nt
le

s
él

ém
en

ts
de

la
lis

te
L

np
.t

ra
ns

po
se

(M
)

--
--

--
--

R
en

vo
ie

la
tr

an
sp

os
ée

de
M

np
.d

ot
(M

,P
)

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

le
pr

od
ui

t
m

at
ric

ie
lM

P

np
.s

um
(M

)
--

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

la
so

m
m

e
de

to
us

le
s

él
ém

en
ts

de
M

np
.p

ro
d(

M)
--

--
--

--
--

--
-

R
en

vo
ie

le
pr

od
ui

t
de

to
us

le
s

él
ém

en
ts

de
M

np
.m

ax
(M

)
--

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

le
pl

us
gr

an
d

él
ém

en
t

de
M

np
.m

in
(M

)
--

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

le
pl

us
pe

tit
él

ém
en

t
de

M

np
.s

ha
pe

(M
)

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

da
ns

un
co

up
le

le
fo

rm
at

de
la

m
at

ric
e

M

np
.s

iz
e(

M)
--

--
--

--
--

--
-

R
en

vo
ie

le
no

m
br

e
d’

él
ém

en
ts

de
M

N
um

py
im

po
rt

nu
mp

y.
li

na
lg

as
la

la
.i

nv
(M

)
--

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

l’i
nv

er
se

de
la

m
at

ric
e

M
si

el
le

es
t

in
ve

rs
ib

le
la

.e
ig

va
ls

(M
)

--
--

--
--

--
R

en
vo

ie
la

lis
te

de
s

va
le

ur
s

pr
op

re
s

de
M

la
.e

ig
(M

)
--

--
--

--
--

--
--

R
en

vo
ie

un
co

up
le

L,
P

où
L

es
t

la
lis

te
de

s
va

le
ur

s
pr

op
re

s
de

M
et

P
la

m
at

ric
e

de
pa

ss
ag

e
as

so
ci

ée
la

.m
at

ri
x_

ra
nk

(M
)

--
--

--
-

R
en

vo
ie

le
ra

ng
de

M

N
um

py
.li

na
lg

im
po

rt
ra

nd
om

as
rd

rd
.r

an
do

m(
)

--
--

--
-

Si
m

ul
e

un
e

ré
al

isa
tio

n
d’

un
e

va
ria

bl
e

X
�→

U(
[0

,1
])

rd
.r

an
di

nt
(a

,b
)

--
-

Si
m

ul
e

un
e

ré
al

isa
tio

n
d’

un
e

va
ria

bl
e

X
�→

U(
[[a

,b
]])

rd
.g

au
ss

(0
,1

)
--

--
-

Si
m

ul
e

un
e

ré
al

isa
tio

n
d’

un
e

va
ria

bl
e

X
�→

N
(0

,1
)

rd
.c

ho
ic

e(
L)

--
--

--
C

ho
isi

t
al

éa
to

ire
m

en
t

un
él

ém
en

t
de

la
lis

te
L

R
an

do
m

im
po

rt
ma

th
as

m
m.

at
an

(x
)

--
--

--
-

R
en

vo
ie

ar
ct

an
(x

)
m.

fl
oo

r(
x)

--
--

--
R

en
vo

ie
�x

�
m.

fa
ct

or
ia

l(
n)

--
R

en
vo

ie
n

!s
in

∈
N

m.
sq

rt
(x

)
--

R
en

vo
ie

√
x

si
x

≥
0

m.
lo

g(
x)

--
-

R
en

vo
ie

ln
(x

)
si

x
>

0
m.

ex
p(

x)
--

-
R

en
vo

ie
ex

M
at

h

a
==

b
--

--
Te

st
e

l’é
ga

lit
é

«
a

=
b

»
a

!=
b

--
--

Te
st

e
«

a
�=

b
»

a
<

b
--

--
-

Te
st

e
«

a
<

b
»

a
<=

b
--

--
Te

st
e

«
a

≤
b

»
a

>
b

--
--

-
Te

st
e

«
a

>
b

»
a

>=
b

--
--

Te
st

e
«

a
≥

b
»

no
t

A
--

--
-

R
en

vo
ie

la
né

ga
tio

n
de

A

A
an

d
B

--
-

R
en

vo
ie

«
A

et
B

»
A

or
B

--
--

R
en

vo
ie

«
A

ou
B

»
Tr

ue
--

--
--

C
on

st
an

te
bo

ol
ée

nn
e

«
Vr

ai
»

Fa
ls

e
--

--
-

C
on

st
an

te
bo

ol
ée

nn
e

«
Fa

ux
»

Lo
gi

qu
e

im
po

rt
ma

tp
lo

tl
ib

.p
yp

lo
t

as
pl

t
pl

t.
pl

ot
(X

,Y
,’

+-
r’

)
--

--
G

én
èr

e
la

co
ur

be
de

s
po

in
ts

dé
fin

is
pa

r
le

s
lis

te
s

X
et

Y
(a

bs
ci

ss
es

et
or

do
nn

ée
s)

av
ec

le
s

op
tio

ns
:

•
sy

m
bo

le
:’

.’
po

in
t,

’o
’

ro
nd

,’
h’

he
xa

go
ne

,’
+’

pl
us

,’
x’

cr
oi

x,
’*

’
ét

oi
le

,.
..

•
lig

ne
:’

-’
tr

ai
t

pl
ei

n,
’-

-’
po

in
til

lé
,’

-.
’

al
te

rn
é,

..
.

•
co

ul
eu

r
:’

b’
bl

eu
,’

r’
ro

ug
e

,’
g’

ve
rt

,’
c’

cy
an

,’
m’

m
ag

en
ta

,’
k’

no
ir

,.
..

pl
t.

ba
r(

X,
Y)

--
--

--
--

--
G

én
èr

e
l’h

ist
og

ra
m

m
e

de
s

po
in

ts
dé

fin
is

pa
r

le
s

lis
te

s
X

et
Y

(a
bs

ci
ss

es
et

or
do

nn
ée

s)
pl

t.
ax

is
(’

eq
ua

l’
)

--
--

--
R

en
d

le
re

pè
re

or
th

on
or

m
é

pl
t.

xl
im

(x
mi

n,
xm

ax
)

--
--

Fi
xe

le
s

bo
rn

es
de

l’a
xe

de
s

ab
sc

iss
es

pl
t.

yl
im

(y
mi

n,
ym

ax
)

--
--

Fi
xe

le
s

bo
rn

es
de

l’a
xe

de
s

or
do

nn
ée

s
pl

t.
sh

ow
()

--
--

--
--

--
--

A
ffi

ch
e

le
gr

ap
hi

qu
e

M
at

pl
ot

lib
.p

yp
lo

t

C
et

te
lis

te
es

t
no

n
ex

ha
us

tiv
e.

Le
s

ca
nd

id
at

s
so

nt
lib

re
s

d’
ut

ili
se

r
le

s
co

m
m

an
de

s
de

le
ur

ch
oi

x.

im
po

rt
 n

um
py

.r
an

do
m 

as
 r

d

npnp
np np np

npim
po

rt
 n

um
py

 a
s 

np

[[a
,b
[[

ra
nd

()
--

-

4
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Correction DS 01

Correction Ex.–1 Pour n ∈ N∗, on note

zn =
n

∑
p=1

1
p2 et xn =

n

∑
p=1

(−1)p−1

p2 .

Partie A
Deux suites convergentes.

A.1.a. Soit n ∈ N∗. On a
zn+1 − zn =

1
(n+1)2 > 0

Comme ∀n ∈ N∗, zn+1 − zn > 0, la suite z = (zn) est croissante.
A.1.b. Soit p ∈ N\{0,1}, on a, en réduisant au même dénominateur :

1
p2 −

1
p−1

+
1
p
=

1
p2 +

−1
p.(p−1)

=
p−1− p
p2(p−1)

=
−1

p2(p−1)< 0

et donc
∀p ∈ N\{0,1}, 1

p2 ≤ 1
p−1

− 1
p
.

Soit n ∈ N∗, n ≥ 2, en sommant les inégalités précédents pour p variant de 2 à n, on en déduit (somme
télescopique) que

n

∑
p=2

1
p2 ≤

n

∑
p=2

1
p−1

− 1
p
= 1− 1

n

et en ajoutant le terme pour p = 1, on en déduit que :

∀n ∈ N∗, zn ≤ 1+1− 1
n
= 2− 1

n

A.1.c. Comme ∀n ∈N∗, 2− 1
n ≤ 2, la suite z est majorée par 2. Comme z est croissante, elle est convergente

(théorème de « la limite monotone ») vers une limite ζ vérfiant (par exemple)

z2 ≤ ζ ≤ 2

Comme z2 = 1+ 1
4 = 5

4 , on a obtenu l’inégalité voulue :

5
4
≤ ζ ≤ 2.
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A.2.a. On rappelle que deux suites réelles (ak) et (bk) sont adjacentes si :
1. L’une ( par exemple (ak)) est croissante, l’autre ((bk)) décroissante,
2. la différence des deux a pour limite 0 : bk −ak → 0 lorsque k →+∞.

1. Ici, pour k ∈ N,

ak+1 −ak = x2(k+2)− x2(k+1) = x2k+4 − x2k+2 =
2k+4

∑
p=1

(−1)p−1

p2 −
2k+2

∑
p=1

(−1)p−1

p2 =
2k+4

∑
p=2k+3

(−1)p−1

p2

=
1

(2k+3)2 −
1

(2k+4)2 > 0

Comme k est quelconque, la suite (ak) est croissante.
2. De même, pour k ∈ N,

bk+1 −bk = x2(k+1)+1 − x2k+1 = x2k+3 − x2k+1 =
2k+3

∑
p=1

(−1)p−1

p2 −
2k+1

∑
p=1

(−1)p−1

p2 =
2k+3

∑
p=2k+2

(−1)p−1

p2

=
1

(2k+3)2 −
1

(2k+2)2 < 0

Comme k est quelconque, la suite (bk) est décroissante.
3. Finalement, pour k ∈ N,

bk −ak = x2k+1 − x2(k+1) = x2k+1 − x2k+2 =
2k+1

∑
p=1

(−1)p−1

p2 −
2k+2

∑
p=1

(−1)p−1

p2 =−
2k+2

∑
p=2k+2

(−1)p−1

p2

= +
1

(2k+2)2

On a donc, lorsque k →+∞, bk −ak → 0.

A.2.b. Les suites (ak) et (bk) sont adjacentes et le théorème des suites adjacentes implique alors qu’il existe
ξ ∈ R, limite commune de ces deux suites et que par ailleurs :

∀k ∈ N, ak ≤ ξ ≤ bk

Les suites (ak) et (bk) étant les suites extraites de x en conservant respectivement les indices pais et les
indices impairs, al convergence de ces deux suites vers une même limite ξ implique que la suite x converge
vers ξ . Comme b0 = x1 = 1 et a0 = x2 = 1− 1

4 = 3
4 , il vient :

3
4
≤ ξ ≤ 1.

A.3.a. Soit k ∈ N∗, on a, en mettant les indices pairs et impairs dans deux paquets disjoints dans chacune
des sommes (p = 2q ou (p = 2q+1), en simplifiant et enfin en factorisant 1

4 :

z2k − x2k =
2k

∑
p=1

1
p2 −

2k+1

∑
p=1

(−1)p−1

p2

=
k

∑
q=1

1
(2q)2 +

k−1

∑
q=0

1
(2q+1)2 −

k

∑
q=1

(−1)2q−1

(2q)2 −
k−1

∑
q=0

(−1)2q+1−1

(2q+1)2

=
k

∑
q=1

1
(2q)2 +

k−1

∑
q=0

1
(2q+1)2 +

k

∑
q=1

1
(2q)2 −

k−1

∑
q=0

1
(2q+1)2

= 2
k

∑
q=1

1
(2q)2 =

2
4

k

∑
q=1

1
q2 =

1
2

zk

2



On a donc bien
∀k ∈ N∗, z2k − x2k =

1
2
.zk

A.3.b. En passant la fmaille d’identité précédentes à la limite lorsque k →+∞, sachant que z2k → ζ , zk → ζ ,
x2k → ξ , on obtient par opérations et unicité de la limite,

ζ −ξ =
1
2

ζ

et en, réarrangeant, ξ = 1
2ζ .

Partie B
Calcul de limites.

Dans cette partie, on veut déterminer la valeur exacte de ζ et de ξ .
Pour tout n de N, on pose

Wn =
∫

π/2

0
cos2n(t) dt et Jn =

∫
π/2

0
t2 cos2n(t) dt.

On rappelle que pour tout t ∈ R et pour tout m ∈ N, cosm(t) = (cos(t))m.
B.1. Soit n ∈ N. Une primitive sur R de w est W définie par

∀t ∈ R,W (t) =− 1
2n+1

cos2n+1(t)

B.2.a. On a :

W0 =
∫

π/2

0
cos0(t) dt =

∫
π/2

0
dt =

π

2
et, en utilisant (linéarisation) ∀t ∈

[
0, π

2

]
, cos2(t) = 1

2 +
1
2 cos(2t) et la linéarité de l’intégrale, il vient

W1 =
∫

π/2

0
cos2(t) dt =

1
2

∫
π/2

0
dt +

1
2

∫
π/2

0
cos(2t) dt =

π

4
+

1
4
[sin(2t)]

π

2
0 =

π

4

B.2.b. Soit n un entier de N. L’intégrande de Wn, la fonction t 7→ cos2(t) est continue, strictement positive
(sauf en une extrémité) sur l’intervalle d’intégration non trivial

[
0, π

2

]
, l’intégrale Wn est donc > 0.

B.2.c. Soit n de N, par linéarité de l’intégrale puis par l’identité 1− cos2(t) = sin(t).sin(t) :

Wn −Wn+1 =
∫

π/2

0
cos2n(t) dt −

∫
π/2

0
cos2(t).cos2n(t) dt =

∫
π/2

0
(1− cos2(t)).cos2n(t) dt

=
∫

π/2

0
sin(t)sin(t)cos2n(t) dt.

B.2.d. On peut maintenant procéder à une intégration par partie dans cette dernière identité en posant
v(t) = sin(t), v′(t) = cos(t), u′(t) = sin(t)cos2n(t) = w(t) et u(t) =− 1

2n+1 cos2n+1(t) =W (t) ( cf. B.1). Les
fonctions u et v ainsi définies sont C 1 sur

[
0, π

2

]
et on a

Wn −Wn+1 =
∫

π/2

0
sin(t)︸ ︷︷ ︸

v(t)

sin(t)cos2n(t)︸ ︷︷ ︸
u′(t)

dt

=

sin(t)︸ ︷︷ ︸
v(t)

.
−1

2n+1
cos2n+1(t)︸ ︷︷ ︸
u(t)


π/2

0

+
∫

π/2

0
cos(t)︸ ︷︷ ︸

v′(t)

1
2n+1

cos2n+1(t)︸ ︷︷ ︸
−u(t)

dt

=
1

2n+1
Wn+1

3



En réorganisant cette égalité :
(2n+2)Wn+1 = (2n+1)Wn.

B.3.a. Sur le même modèle et la même idée d’intégration par parties : Soit n de N :

Jn − Jn+1 =
∫

π/2

0
t2 cos2n(t) dt −

∫
π/2

0
t2 cos2(t).cos2n(t) dt

=
∫

π/2

0
t2 sin(t)︸ ︷︷ ︸

v(t)

sin(t)cos2n(t) dt︸ ︷︷ ︸
u′(t)

.

On a posé v(t) = t2 sin(t) et v est C 1 sur
[
0, π

2

]
avec :

∀t ∈
[
0,

π

2

]
, v′(t) = 2t sin(t)+ t2 cos(t)

On obtient finalement, du fait que v(0) = 0 et u(π

2 ) = 0 :

Jn − Jn+1 =
∫

π/2

0

(
t2 cos(t)+2t sin(t)

) 1
2n+1

cos2n+1(t) dt

=
∫

π/2

0
t2 1

2n+1
cos2n+2(t) dt +

2
2n+1

∫
π/2

0
t sin(t)cos2n+1(t) dt

.

On a donc obtenu :

Jn − Jn+1 =
1

2n+1
Jn+1 +

2
2n+1

∫
π/2

0
t sin(t)cos2n+1(t) dt.

B.3.b. En réintégrant par parties mais maintenant on prend ( cf. B.1 avec l’exposant légèrement modi-
fié) u(t) = − 1

2n+2 cos2n+2(t), u′(t) = sin(t)cos2n+1(t), v(t) = t, v′(t) = 1 (on a toujours l’annulation aux
bornes :v(0) = 0, u(π

2 ) = 0)∫
π/2

0
t sin(t)cos2n+1(t) dt =

1
2n+2

∫
π/2

0
cos2n+2(t) dt =

1
2n+2

Wn+1

et donc, en injectant ceci dans l’identité obtenue à la question précédente : pour n de N :

Jn − Jn+1 =
1

2n+1
Jn+1 +

2
(2n+1)(2n+2)

Wn+1

En réarrangeant cette identité (Jn+1 +
1

2n+1Jn+1 =
2n+2
2n+1Jn+1), on obtient :(

2n+2
2n+1

)
Jn+1 − Jn =

−2
(2n+1)(2n+2)

Wn+1.

B.3.c. Soit n de N, on peut diviser par Wn+1 l’identité précédente (ce nombre est > 0) pour obtenir :
Jn+1

Wn+1
− Jn

Wn
=

−2
(2n+1)(2n+2)

Wn+1

Wn
=

−2
(2n+1)(2n+2)

2n+1
2n+2

=
−2

(2n+2)2 .

B.3.d. Soit n de N∗, sommons les identités précédentes (on a substitué n par k) pour k variant de 0 à n−1
pour obtenir par télescopie :

Jn

Wn
− J0

W0
=

n−1

∑
k=0

Jk+1

Wk+1
− Jk

Wk

=
n−1

∑
k=0

−2
(2(k+1))2

[p = k+1] = −1
2

n

∑
p=1

1
p2 =−1

2
.zn.
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B.4.a. Pour montrer que

∀t ∈
[
0,

π

2

]
,

2
π

t ⩽ sin(t)⩽ t,

posons I =
[
0, π

2

]
, définissons les deux fonctions f : I ∋ t 7→ t − sin t et g : I ∋ t 7→ sin t − 2

π
.t qui sont de

classe C ∞ sur I et vérifient :

∀t ∈ I, f ′(t) = 1− cos(t), g′(t) = cos(t)− 2
π
, g′′(t) =−sin(t)

— Concernant f : f ′ est positive sur I donc f y est croissante et comme f (0) = 0, on obtient

∀t ∈ I, f (t)≥ f (0) = 0

c’est à dire
∀t ∈ I, t ≥ sin(t)

— Concernant g : Remarquons que g(0)= 0 et g(π

2 )= 0. Par le théorème de ROLLE, il existe α ∈
]
0, π

2

[
tel que g′(α) = 0. Par ailleurs, g′′ est strictement négative sur I (sauf en une extrémité), donc g′ est
strictement décroissante sur I et donc

∀t ∈ [0,α[ , g′(t)> 0 et ∀t ∈
]
α,

π

2

]
, g′(t)< 0

On peut donc tracer le tableau de variations de g :

t 0 α
π

2
g′(t) + 0 −

g(α)
g(t) ↗ ↘

0 0

On en conclut que :
∀t ∈ I, g(t)≥ 0

ce qui se réécrit en

∀t ∈ I, sin t ≥ 2
π
.t.

B.4.b. Soit n de N : par la question précédente, (et signe de t2)

∀t ∈ I, 0 ≤ t2 ≤ π2

4
sin(t)2

Par croissance de l’intégrale, on a donc, en intégrant ces inégalités sur I, (après multiplication par cos2n(t)≥
0) :

0 ≤
∫ π

2

0
t2.cos2n(t) dt ≤ π2

4

∫ π

2

0
sin(t)2.cos2n(t) dt

ce qui, d’après la définition de Jn et B.2.c se réécrit en

0 ≤ Jn ⩽
π2

4
(Wn −Wn+1) .

D’après B.2.d (les deux identités),

Wn −Wn+1 =
1

2n+1
Wn+1 =

1
2n+2

Wn

il vient, par substitution :

0 ≤ Jn ⩽
π2Wn

8(n+1)
.
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B.5.a. On en déduit que

∀n ∈ N∗, 0 ≤ Jn

Wn
≤ π2

8(n+1)

et donc, vu que π2

8(n+1) → 0 lorsque n → +∞, par le théorème des gendarmes, on en déduit que lorsque
n →+∞,

Jn

Wn
→ 0.

B.5.b. On a

J0 =
∫ π

2

0
t2 dt =

1
3
[
t3] π

2
0 =

π3

24
D’après B.2.d, c’est à dire

∀n ∈ N∗, zn = 2
J0

W0
−2

Jn

Wn
,

en passant à la limite lorsque n →+∞, on déduit de 2 Jn
Wn

→ 0 et zn → ζ que

ζ = 2
J0

W0
= 2.

π3

24
.
2
π
=

π2

6

et finalement :

ζ =
π2

6
, ξ =

1
2

ζ =
π2

12

Partie C
Calcul d’une intégrale.

C.1. La formule

∀t ∈ [0,1] , ∀n ∈ N∗,
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1 =
1

1+ t
− (−1)ntn

1+ t

est une recopie à peine altérée de la formule de somme des n premiers termes consécutifs d’une suite
géométrique de raison q avec q =−t. Cette formule est valable car t ̸=−1.
C.2. Soit n ∈ N∗ Réorganisons la formule précédente en :

∀t ∈ [0,1] ,
1

1+ t
−

n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1 =
(−1)ntn

1+ t
.

Par inégalité triangulaire (et le fait que tn ≥ 0 pour les t concernés et enfin que 1+ t ≥ 1 > 0), il vient

∀t ∈ [0,1] ,

∣∣∣∣∣ 1
1+ t

−
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

∣∣∣∣∣≤ tn

1+ t
≤ tn

Soit maintenant T ∈ [0,1] intégrons l’inégalité précédente pour t variant entre 0 et t. Il vient

∫ T

0

∣∣∣∣∣ 1
1+ t

−
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

∣∣∣∣∣ dt ≤
∫ T

0
tn dt =

T n+1

n+1

Par ailleurs, par inégalité triangulaire pour les intégrales,∣∣∣∣∣
∫ T

0

1
1+ t

−
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1 dt

∣∣∣∣∣≤
∫ T

0

∣∣∣∣∣ 1
1+ t

−
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

∣∣∣∣∣ dt,
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c’est à dire, en calculant le terme de gauche explicitement∣∣∣∣∣ln(1+T )−
n

∑
p=1

(−1)p−1 T p

p

∣∣∣∣∣≤
∫ T

0

∣∣∣∣∣ 1
1+ t

−
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

∣∣∣∣∣ dt,

On peut alors conclure, en regroupant les deux inégalités que :

∀T ∈ [0,1] ,

∣∣∣∣∣ln(1+T )−
n

∑
p=1

(−1)p−1 T p

p

∣∣∣∣∣⩽ T n+1

n+1
.

ce qui est, à renommage de T en t près, la famille d’inégalités demandée.
C.3. On définit la fonction f sur l’intervalle [0,1] par

∀t ∈ [0,1] , f (t) =

{
ln(1+t)

t si t > 0
1 si t = 0

C.3.a. En reprenant l’inégalité précédente pour et en divisant par T > 0, on a

∀T ∈ ]0,1] ,

∣∣∣∣∣ ln(1+T )
T

−
n

∑
p=1

(−1)p−1 T p−1

p

∣∣∣∣∣⩽ T n

n+1
.

Pour n = 1, cela donne (vu que 1 = f (0))

∀T ∈ ]0,1] , | f (T )− f (0)|⩽ T
2
.

et montre, par le théorème des gendarmes que f (T ) → f (0) lorsque T → 0+. La fonction f est donc
contionue en 0.

Etant continue par les théorèmes opératoires sur ]0,1], f s’avère être continue sur l’intervalle fermé
[0,1].
C.3.b. On a obtenu

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ [0,1] ,

∣∣∣∣∣ f (t)−
n

∑
p=1

(−1)p−1 t p−1

p

∣∣∣∣∣⩽ tn

n+1

à la question précédente.
C.3.c. On peut maintenant, comme en C.2 par croissance de l’intégrale d’une part et inégalité triangluaire
sur les intégrales d’autre part obtenir, pour un certain n ∈ N∗,∫ 1

0

∣∣∣∣∣ f (t) dt −
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

p

∣∣∣∣∣ dt ⩽
∫ 1

0

tn

n+1
dt =

1
(n+1)2

et ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (t) dt −

n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

p
dt

∣∣∣∣∣≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ f (t) dt −
n

∑
p=1

(−1)p−1t p−1

p

∣∣∣∣∣ dt

Comme le terme de gauche de cette inégalité vaut∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (t) dt −

n

∑
p=1

(−1)p−1

p2

∣∣∣∣∣
et que le terme de droite se majore par 1

(n+1)2 , il vient :∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (t) dt −

n

∑
p=1

(−1)p−1

p2

∣∣∣∣∣⩽ 1
(n+1)2 .
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C.4. En faisant tendre n vers +∞, on déduit du théorème des gendarmes et de 1
(n+1)2 → 0 que

n

∑
p=1

(−1)p−1

p2 →
∫ 1

0
f (t) dt.

Sachant par ailleurs que ∑
n
p=1

(−1)p−1

p2 → ξ = π2

12 , par unicité de la limite

∫ 1

0
f (t) dt =

π2

12
.

Partie D
Eléments informatiques.

D.1.

def z(n):
zn = 0
for p in range(1,n+1) :

zn += 1/(p*p)
return zn

D.2.

def x(n):
xn = 0
s = 1
for p in range(1,n+1) :

xn += s/(p*p)
s = -s

return xn

D.3. D’après A.3.a La valeur de 2*z(20)-2*x(20)-z(10) est théoriquement nulle. Elle est pratiquement
nulle aux arrondis près, souvent de l’ordre de 10−8.
D.4. On utilise les somme de RIEMANN à droite pour ne pas avoir à calculer f (0). Cela permet de définir
f (x) seulement pour x > 0.

def f(t) :
return np.log(1+t)/t

def SR(n):
delta = 1/n
S = 0.0
x = 0
for k in range(1,n+1):

x += delta
S += f(x)

return delta*S

D.5. La valeur de SR()-x(20) n’est pas nulle théoriquement, elle est contrôlée (en v.abs) d’une part
parl’inégalité de C.3.c et d’autre par le fait que la valeur SR() n’est qu’une aproximation de l’intégrale. A
vue de nez, la différence est ∼ 0.01 mais guère plus.
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