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Corrections choisies 01

Fonctions réelles de deux variables réelles

Correction Ex.—7 On considére f : R — R définie par
V(x,y) €R?, flx,y) = +5° +xy
1. La fonction f est poluynomiale sur R?, elle y est donc de classe %2. On a

af af
2 _ 2,2 _ 2,2
V(x,y) € R%, I (x,y) =3x"+yet ax(x,y) 3y" +x

Un point (x,y) € R? est critique pour f si et seulement si :

d 0
afi(x,y) =0et aff:(x,y) =0

c’est a dire
32 +y=0et3y*+x=0
y= —3x2 et 27x* +x=0
Il y a donc (fin de la réoslution) deux points critiques Q273 +1=0ssix— %) :

(x,y) = (0,0), (x,y) = (_%,—é)(x:

Les valeurs critiques sont donc
1 1 2 1 1

F0.0)=0et f(~3,-3) =55+ 5= 5
2. En effectuant le changement de variables x = u+v, y = u — v, on a (bindmes de NEWTON d’exposant 3)
guv) = flutvu—v) = (u4v)> + (u—v)> +u> —v* = 2u® + u® + (6u — 1)»?

3. On a, en utilisant la factorisation % — 2P —u? = %(314 +1)%(1 — 6u).), pour un couple (u,v) € R?

1 1
g(u,v):ﬁ = (1—6u)v2+ﬁ—2u —u" =0

& (1—6un?+ %(&H— 1)%(1—6u)=0
& (1—6u) [v2+217(3u+1)2}

1 1
& uzaou(v:Oetu:—g)

La ligne de niveau 5- et donc la réunion du singleton {(— % ,0)} et de la droite d’équation
On a donc, en lisant en les variables (x,y) (noter que la transformation (x,y) ~ (u,v) est une bijection linéaire de R? sur R?)

1 1
f(xa)’):()<:>x+y=6Ou(x:yetx:_g)

La ligne de niveau +% de f est donc la réunion du singleton {(— %, f%)} et de la droite d’équation x +y = %.
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FIGURE 1 — Les graphes v = h(u) et v = —h(u) tracés a la machine.

4. Pour un couple (u,v) € R?,

guv)=0 & 2’ +u*+(6u—1)>=0

1, 28¥+u® ,2u+1
= — et = =
U7 e = T e T T 6w
| | 2ut1
& —=< —etv=+
TS Vi g

On peut poser h(u) = u/ %Lf&i pour u € [f %, % [ et étudier cette fonction d’une variable réelle pour en tracer le graphe :

La fonction % est continue sur son intervalle de définition et de classe € sur ]—%, é[ (I’argument de \/ est > 0 sur cet

intervalle) . On a (dérivée de composée)
11 2u+1 2(1—6u)+6(2u+1) 1 [1—6u
A —— = |, ()= . =
”E} 2’6[’ )=/ 75 T (1—6u)? 2V 2ut1
11 2u+1 4 1—6u 2u+1 4
. — | W)=/ — 1t :\/7 [ —
”e} 2’6[’ )=y 16u{ T ey 2u+1} T—6u | U —6u)ut 1)

11 ooy J2u+t1 1 _ {2u+1 1
vue]_2’6[’h(“)_ VT 6u (1—6w) a1y L 80Ut D) =\ e a1 {112}

Cette factorisation de //(u) fait clairement apparaitre le signe de /'(x) comme étant celui de 1 — 12u? et donc dépend de la
position de u par rapport aux racines ug := _T\IE et —|—ﬁ de ce trindme (remarquer que cette deuxiéme racine est > %)

et donc

On a donc le tableau de variations de / :

<
\
N—
<
S
Il
\
(3o}
S
N

) | | — 0 + I

h(uo)

On peut remarquer que /(0) = 0. Et tracer le graphe de A (et celui de —h).
5. Il reste a changer de variables pour obtenir la ligne de niveau 0 de f



-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 2 — La ligne de niveau 0 de f.

Correction Ex.~10 Soit f : (x,y) — f(x,y) une fonction ¢ sur R?, &, B des nombres réels non nuls. On pose pour tout
(u,v) € R?, g(u,v) = f(a.u+ B.v,a.u — B.v). Déterminer g £ (u,v)

2 . . ox ot 2 .
Pour calculer 2% (u,v), on fixe u et on dérive par raport a v pour obtenir la premiére dérivée partielle :
1?2

of af

&—V(um) = ﬁa(a.u—&-ﬁ.v,a.u—ﬁ.\/) —Ba—y(a.u—i—ﬁ.v,a.u—ﬁ.v)

On recommence pour obtenir :

328 o 2f 2 azf
W(um) = B P > (@u+pfyvou—PBv)-p yox (o.u+PBv,ocu—p.v)
2 9°f 20%f
-B axay((x.u+ﬁ.v,a.u—ﬁ )+/3 (Otu—l—ﬁvau—ﬁ V)
En faisant de méme, on détermine gzg (u,v) :
328 o 2f 2 ‘92f
W(u,v) = a ﬁ(a.u—&—ﬁ.v,a.u—ﬁ.\})—i—a yox (a.u+B.v,oc.u—p.v)
2 0% *f
+a axay(a.u+ﬁ.v,a.u—[3 v) 4 a? ﬁ(a.u—kﬁ.v,a.u—ﬁ.v)

On peux maintenant simplifier (on utilise le théoréme de SCHWARZ sur 1’égalité des dérivées secondes croisées) o ‘9 (u v)—

92
B> 5.5 (u,v) en

82
4B 5

Résoudre I’équation d’inconnue g € €2(R?) :

(a.u+Byv,o.u—pP.v)

2 2
V(uv)e]Rza%( v)— [32‘9 % (w,v) = 0.

revient donc 2 résoudre 1’équation d’inconnue f € €2 (R?) :

(92]; (o.u+Bv,ocu—p.v)=0.

V(u,v) € R?



Ce qui, la transformation linéaire (u,v) — (x,y) = (@.u+ B.v, ot.u — B.v) étant bijective de R? dans lui-méme (son déterminant
est a® + B2 > 0) revient a résoudre 1’équation d’inconnue f € €2 (RR?) :

% f
v R? =0.
(,y) €RS, 505 (0y)
On peut résoudre ceci par double primitivation : Comme, a y fixé, la fonction partielle de la dérivée partielle x — % (g—{) (x,),

on en déduit qu’il existe f(y) telle que
d
vreR, 5 () = 10)

Comme ‘3—; est de classe ¢! sur R?, y — g—J;(x, y) est €' sur R et la fonction f ainsi définie est de classe ¢! sur R.
En fixant x, on peut maintenant, en primitivant f en F, affirmer I’existence de g(x) tel que

Vy €R, f(x,y) =F(y)+g(x)
Comme x +— f(x,y) est €2 sur R, g I’est aussi. On a donc résolu (analyse) :

*f
" dxdy

Y(x,y) € R? (x,y)=0
en 3F,G € €*(R) telle que
V(x,y) € R?, f(x,y) = F(y) + G(x)
On peut vérifier (synthese) que les fonctions de ce type sont évidemment solutions de probleme.
On peut maintenant revenir en les variables (u,v) :
La fonction g € €%(R?) vérifie :
d%g

V(u,v) € R?, azﬁ(u,\/) —ﬁZT(u,V) =0

si et seulement si il existe deux fonctions F et G, €2 sur R telles que :
V(u,v) € R?, g(u,v) = F(ct.u—B.v) +G(o.u+p.v)

C’est un résultat trés classique en physique qu’une solution de 1’équation des ondes sur R? s’écrive comme somme d’une
onde « progressive » et d’une onde « régressive »



