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1 Une structure de travail commune

1.1 Espaces vectoriels

Ce que ce cours entend développer, c’est la structure commune sous-jacente a de nombreux problemes
dit « linéaires », c’est a dire satisfaisant a un principe de superposition, autrement dit vérifiant certaines
propriétés de stabilité vis a vis de la prise de « combinaisons linéaires » : systemes linéaires a n inconnues
scalaires, suites satisfaisant a une relation de récurrence linéaire, équations différentielles linéaires, etc...

Il s’agit-en mettant en exergue les propriétés communes de ces problemes— de développer une sur-
couche abstraite de langage permettant un traitement unifié de ces problemes. Cette unification se fait a
I’aide d’un langage a forte teneur géométrique : on qualifiera les fonctions,les suites, les objets en consi-
dération, de points (ou vecteurs) d’un espace géométrique et on parlera de I’ensemble des solutions de tel
ou tel probleme linéaire comme d’une droite, d’un plan ou d’un espace dans lequel on peut faire de la
géométrie.

Le point de départ est constitué¢ du choix d’un ensemble de nombres K = R ou C-le corps des sca-
laires— et d’un ensemble E, non vide, (dans les exemples, si K = R, R3, R”, I’ensemble RY des suites
réelles , ou I’ensemble %Z(R; R) de fonctions a valeurs réelles, si K = C, leurs analogues complexes) que
I’on munit de deux opérations

1. +, une opération interne' : +: E x E — E, (u,v) — u+v.
2. ., une opération externe? : .. K xE — E,(A,u) — A.u

Ces deux opérations permettent, étant donnés deux éléments x et y de E et deux scalaires> A et p, de
former un élément de E, z = A.x+ U.y, combinaison linéaire de x et y avec les coefficients A et .

Plus généralement, étant donnés xi,...,x,, n éléments de E, Ay,...,A, des scalaires, on peut former
un élément de £,

4

n
= Z lk.xk,
k=1

I’élément z de E est combinaison linéaire des x; affectés des coefficients scalaires A;. On s’intéresse ensuite
aux objets de E posseédant une certaine propriété (P). Le point saillant est que si x,y € E vérifient (P) et si
A, 1 sont deux réels alors A.x+ w.y vérifie (P) .

Dans quelques exemples fondamentaux, montrons comment sont définies ces opérations.

1. Danslecasde R%, K =Retsix= (x1,...,x5),y = (¥1,...,¥5), A, 1 € R, on définit

x4+ yi=(x + Vis--sX5+ys) et Ax:= (A > Xlyeeey AXs)
au sens de R ~+au sens des réels .au sens des réels

Ce qui a pour conséquence que la combinaison linéaire de x et y avec les coefficients A et  vaut :

Ax+uy=(Axi+uyy,...,Axs+W.ys)

1. interne car les deux arguments de cette fonction sont du méme « type » E, opération car partant d’éléments du type E, la
fonction retourne un élément du méme type.

2. interne car les deux arguments de cette fonction sont de « types » a priori différents E et K. Le cas E = K n’est cependant
pas exclu.

3. Les nombres dans ce contexte sont souvent appelés des scalaires, la provenance de ce terme est géométrique, évoquant la
notion de changement d’échelle, de taille

4. en utilisant les regles que I’on posera dans I’axiomatique

5. On dit que la propriété (P) est stable par combinaisons linéaires.
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Si (S) est un certain systéme linéaire homogene en les inconnues (x1,...,xs) € R, on remarque que
la propriété (P) d’un élément x € R> : « x satisfait (S) » est stable par combinaisons linéaires.

On peut généraliser les définitions d’opérations de cet exemple a un nombre d’inconnues réelles n
quelconque et donc travailler avec I’ensemble E = R" ou encore considérer des systemes linéaires a
n inconnues complexes et travailler avec K =C et E = C".

2. Dans le cas de E = CN (ici K = C), si u = () nens v = (Vp)nen, 4, 1 € C, on définit

u + vi= | u, + Vn etAu:=1A ) Uy
~~~ ~~~ ~~~
au sens des suites ~+au sens des complexes neN .au sens des complexes neN

Ce qui a pour conséquence que la combinaison linéaire de u et v avec les coefficients A et u vaut :

Aut+pv=Au,+1vy)pen = (Aug+ Uvo,...y...)
Soient ay, ...,a,—1 p nombres complexes fixés (p € N*). On considere la propriété (P) d’un élément
u € CN : «u satisfait la récurrence (R) » o :
p—1
VneN, upyp =Y artinix R)
k=0

La propriété (P) est stable par combinaisons linéaires.

3. Dans le cas de E = €>(I;R) ou I est un intervalle non trivial de R fixé. (K =R) , si f 1= (t € I
ft)eR),g=(r€l—g(t) eR, A, u € R, on définit
f + g =0l f(t)+g@t)eR)etA.f:=(el— A.f(t) ER)

au sens des fonctions

Ce qui a pour conséquence que la combinaison linéaire de f et g avec les coefficients A et u vaut :
Viel, (A.f+u.g)(t) =A.f(1) +p.g(t)

Soient ag,a; 2 nombres réels fixés. On considere la propriété (P) d’un élément f € €%(I,R) : « f
satisfait I’équation différentielle (ED) » ou :

Viel, f'(1) = ar.f'(t) +ao.f(t) (ED)
La propriété (P) est stable par combinaisons linéaires.

Ce qu’il faut retenir c’est que I’on connait des opérations + et . agissant sur les scalaires (nombres réels
ou complexes). Ces opérations « primitives » servent a définir de « nouvelles » opérations, notées de la
méme maniere, mais agissant qui sur les 5-uplets, qui sur les suites, qui sur les fonctions éléments de
€*(I;R). Dans chaque cas, la somme de deux objets d’un type ¢ donné donne un objet du méme type et la
multiplication d’un scalaire par un objet d’un type donné donne aussi un objet du méme type.

Il est crucial dans ce domaine des mathématiques (I’algebre) plus encore que dans les autres de
distinguer f(x), valeur de la fonction f au point x (donné ou quantifié auparavant) et x — f(x), qui
est” la fonction f. On a

f=km=fx)
f n’est pas f(x), ce sont deux objets de types différents.

De méme u, n’est pas la suite u = (u,),cN € RN, Le nombre réel u, est la valeur de la suite « a

Pentier n (mal spécifié par ailleurs). u, et (u,),cn sont deux objets de types différents.

6. On est prié de prendre les mots « objets » et « type » au sens informatique.
7. on peut sous-entendre le domaine de départ et le domaine d’arrivée de f pour alléger
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Le langage Python peut manipuler directement des vecteurs ou des fonctions en tant qu’objets.

Listing 1 — python/AL-fonctions.py
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On peut voir dans ce script, des fonctions Python implémentant

1.

2.

3.

La fonction somme_evfct (f,g) retournant la fonction somme de deux fonctions réelles de variable
réelle f et g,

La fonction mult_evfct (lambada,f) donnant la fonction produit d’une fonction réelle de variable
réelle f par un scalaire réel A.

La fonction CL_evfct(liste) donnant la fonction résultant de la combinaison linéaire de la liste
de couples (scalaire,fonction) décrite par liste.

Définition 1. Soit K = R ou C. Un ensemble® E, non vide, muni des opérations 9 4 et . estun K-espace
vectoriel si les axiomes suivants sont vVérifiés.

Les axiomes de K-espace vectoriel

AXIOMATIQUE

1. Commutativité somme : Vx,y € E,x+y=y-+x

2. Associativité somme 10 : Vx,y,z € E, (x +y) +z=x+ (y+2).

3. O Neutre somme : 0 c E,Vx € E,x+0=0+x=x

4. Existence d’opposé ! : Vx € E,3¥ € E,x+x' =X +x=0

5. Associativité produit 12 : VA, u € K, ¥x € E, (A.u).x = A.(1.x).
6. 1 € K Neutre produit: Vx € E, l.x =x

7. Distributivité I'3 : VA, u e K,Vx € E, (A +u).x = (A.x) + (u.x)
8. Distributivité I : VA € K,Vx,y € E, A.(x+y) = (A.x) + (1.y)

Vocabulaire et Quelques regles de calcul

Si E est un K-espace vectoriel, on dit que K est le corps des scalaires de E. Les éléments de E sont
L’élément O apparaissant dans la propriété Neutre somme est unique avec cette propriété. On le

nomme le vecteur nul. Il ne faut pas le confondre avec le 0 réel. On le note parfois Og.

Pour chaque x € E, X' vérifiant la propriété Existence d’opposé est unique avec cette propriété. On le

Simplification produit nul : VA e K,Vx e E,Ax=0<x=00ul =0.

Cette propriété permet de considérer, sans parenthésage x +y + z et plus généralement x| +xp + - - - + Xj,.

1.
appelés des vecteurs.
2.
3.
note —x, I’opposé de x.
4. 0eKet0€ EOnaVxe E,0x=0,YA € K,1.0=0.
5. Signes — baladeurs : (—A).x=A.(—x) = —(A1.x)
6.
7. Simplification égalités I: Sid.x=A.yet A #£0alorsx =Yy
8. Simplification égalités IT: Si A.x=p.xetx#0alors A =
8. plus précisémment « le triplet (E,+,.) est un K-espace vectoriel si ... »
9. + interne, . externe
10.
11.

pour chaque x, il y a en fait un unique x’ tel que X’ +x = x+x' =0, il s’appelle I’opposé de x, noté —x. Soustraire x, c’est

faire la somme avec —x

12.
13.

Cette propriété permet de considérer, sans parenthésage A.u.x. Noter les différentes significations du signe .
Ces propriétés sont a la base des techniques de développement, factorisation



Exemples de référence de R-espaces vectoriels

1.
2.
3.

R" avec somme et multiplication par un scalaire vu en premiere année
A p(R) I’ensemble des matrices a coefficients réels comportant n lignes, p colonnes.

R’ 14 1’ensemble des applications f : I — R oli les opérations sont définies par

Viel, (f+g)(1)=f(1)+8(), (A.f)() = A.(f(z))

Cet exemple couvre les deux exemples précédents avec resp. [ = {1,...,n} et [ ={1,...,n} x
{1,...,p}, ’espace des suites réelles avec I = N, I’espace des fonctions a valeurs réelles définies
sur un intervalle / de R, sur un ensemble Q quelconque ...

R[X] I’ensemble des polyndmes a coefficients réels en I’indéterminée X.

Exemples de référence de C-espaces vectoriels

1.
2.
3.

C™ avec somme et multiplication par un scalaire définis de fagon similaire a R”.
A p(C) I’ensemble des matrices a coefficients complexes comportant 7z lignes, p colonnes.

C!, ’ensemble des applications f : I — C ol les opérations sont définies par

Viel, (f+g)(1)=f(1)+8(), (A.f)(t) = A.(f(2))

Cet exemple comporte les exemples précédents, 1’espace des suites complexes, 1’espace des fonc-
tions a valeurs complexes définies sur un intervalle, ...

C[X] I’ensemble des polynomes a coefficients complexes en I’indéterminée X.

Cas limite

1.

{0} est un R-e.v., un C-e.v. C’est I’espace nul. Il ne s’y passe pas grand chose mais ressurgit a tout
bout de champ.

2. R est un R-espace vectoriel. C est un C-espace vectoriel.

3. C est un R-espace vectoriel. Il est, en tant que R-espace, isomorphe a R?.

4. Plus généralement, tout 13 C-e.v. est un R-e.v. en restreignant la multiplication par les scalaires a R.

Remarques :

— Pour éviter la duplication des définitions et théorémes, on note K 1’un des deux corps de scalaires

R ou C. Chaque théoréme ou définition a donc deux lectures, celle concernant les R-ev. et celle
concernant les C-ev.

— Si on dit sechement dans un enoncé que E est un espace vectoriel, le corps des scalaires est sous-

16

entendu et il est a éclaircir '° en priorité.

14. ou [ est un ensemble non vide
15. On n’insistera pas sur cette subtilité.
16. Le contexte indique s’il s’agit de R ou de C.
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1.2 Familles de vecteurs, familles libres, familles liées

1.2.1 Combinaisons linéaires

Définition 2. Soit E un K-e.v., (u;)ics une famille finie de vecteurs dans E indexée par I, (A;)icy une famille
de scalaires. La combinaison linéaire de la famille (u;);c; avec les coefficients (A;)icy est le vecteur de E

défini par
Zli.ui
iel
Réciproquement, on dit qu’un vecteur v € E est combinaison linéaire de la famille (u;);cs s’il existe une
famille de scalaires (A;)icy telle que
V= Z)L,'.u,'

icl

1.2.2 Stabilité par combinaisons linéaires

Proposition 3 (Une CL de CL est une CL). Soit (u;)ic; une famille finie de vecteurs de E, (v;) jcy une
famille finie de vecteurs de E, telle que chaque v est combinaison linéaire de la famille (u;)cy.
Une combinaison linéaire de la famille (v;) jcy est une combinaison linéaire de la famille (u;)cy.

Démonstration. L’hypotheése implique que pour chaque j, il existe une famille (4;;);c; de scalaires telle
que
Vi= Z)L, Ui
icl
Soit w =} ;c;Hj.vj. On a alors, en appliquant les axiomes d’e.v.

jeJ icl icl \jeJ

w=) K (Z /L-,-ui) =) (Z 7%#1) u;

1.2.3 Familles libres, familles liées

1 est clair 7 que si % = (u;);cs est une famille finie de vecteurs de E quelconque et si (A;)ics est la
famille de scalaires nulle : Vi € I, A; = 0 alors :

Z?Li.ui =0.
icl

La «réciproque » est en générale fausse : ce n’est pas parce que Y ;c; A;.u; = 0 que 1’on peut conclure
que chaque A; vaut individuellement 0. Que ceci soit garanti est une propriété fondamentale que possede—
ou pas— une famille de vecteurs %/. Comme c’est une propriété fondamentale, cela mérite une définition.

17. dufaitque Vx€e E,0.x=0etque };,,0=0
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Définition 4

Soit % = (u;)ier une famille finie de vecteurs de E, on dit que

— la famille % est libre si :
V(Ai),'g & KI, Zki.ui =0= (Vi el, l,' = 0)
iel
— la famille % est liée si elle n’est pas libre, c’est a dire s’il existe une relation linéaire non
triviale liant les u;, i.e. une famille de scalaires (A;);c; € K/ telle que :

1. Ji € I, A; # 0 (les scalaires sont non tous nuls)
2. Zie[ li.u,' =0.

Exemples :
— Une famille comportant le vecteur nul ou comportant deux vecteurs identiques est toujours liée.
— La famille vide est toujours libre, par pure convention logique.
— Une famille % = (x) composée d’un seul vecteur x est libre si et seulement si '® x £ 0.
— Une famille est li€e ssi ’'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres :

U = (wi)icr estliée & i € I, I(W)) jep\ iy, Ui = Z/’LJ ;.
J#i

Proposition 5§

Si % est une famille libre dans E, si x € E est tel que % #{x} est liée alors x est combinaison linéaire
des vecteurs de % .

Démonstration. Exercice ! ]

Exercice 1.—On considere les 5 vecteurs dans C* :
up= (1,1, 1,1),up =(1,2,4,8), u3 = (1,3,7,15), us = (1,—1,1,1), us = (1,-2,4,-8).

1. Pourquoi la famille %2345 = (u1,us,u3,us,us) est-elle liée (sans calcul) ?

2. Résoudre le systéme linéaire homogéne d’inconnue (A;,...,As) € C> dont la matrice est composée, en
colonnes, par les vecteurs uy,...,us.

3. Montrer que %24 = (u1,up,us) est libre. Que dire de la famille %, = (u;,uz)?

4. Montrer que 7,3 est liée en donnant une relation linéaire explicite entre uy, uy et usz. Que dire de la
famille ?/1234 = (ul,uz,u3,u4) ?

5. La famille %734 est-elle libre ? Est-elle génératrice de C*? Donner un argument sans calcul.

6. Répondre aux mémes questions en remplagant C* par R* ( i.e. en remplagant le corps de base R par C.

Exercice 2.—Liberté de familles de suites géométriques.

1. Soient g, g— deux nombres complexes et les suites Q. = (¢ )nen, O— = (¢")nen. Montrer que
(Q_,0.) est libre dans E = CN si et seulement si g # g_.

2. Méme question mais avec 3 suites géométriques.

3. (Difficile) M&me question avec un nombre d > 2 de suites géométriques

18. C’est le sens de la regle de calcul supplémentaire numéro 8.



Exercice 3.—Version trigonométrique.
1. Soit p >0, 6 € R, sin0 # 0.
1.a. Montrer que les suites

C = (p".cos(n0))ucn et S = (p".sin(n6)) e

forment une famille libre dans le C-ev C". (On pourra se ramener au cas de suites géométriques en posant
g+ = p.exp(£6).)

1.b. Montrer que la famille (C, S) est libre dans (le R-ev) RY,

2. Mémes questions avec p, 6y, p1,0; : A quelles conditions la famille (Cp, So,C1,S]) est-elle libre (dans
CN ou RYy?

Exercice 4.—

1. Soitg e C,d € N* et

QO = (qn)neNa Ql = (n'qn_l)n€N7 Q2 = (n(n_ 1)qn_2)n€N7 sy Qd = (n(n_ 1) s (fl—d—|— 1)'qn_d)n€N'

Montrer que (Qo, ..., Q) est libre dans E = CN.

Indication:En posant D le décalage a gauche D.[(u,,)] = (u,+1) et I I’identité des suites : I.[(u,)] = (u,), vérifier
que I’opération D — g.I transforme Qy en k.Qy_1.
2. (Difficile) On suppose g—,q+ € C, g_ # q-..

Montrer (par exemple par récurrence sur d = d +d_ € N) que la famille (Qo +,...,Q4, +,Q0,—,---,Qa_—)
est libre dans E = CV.

Indication:Utiliser le méme type d’opérations D — ¢.I que dans le cas de la question précédente

Exercice 5.—Liberté de familles de fonctions. Soit / un intervalle de R, non trivial et f : I — C une
fonction prenant une infinité de valeurs. Pour k € N, on pose f* =t f(¢)*.
Montrer que pour tout entier 7 la famille .%, = (f°, f,..., f") est libre dans .% (I, C)

Exercice 6.—Liberté de familles de fonctions exponentielles. Soit / un intervalle de R, non trivial.
A un o € C, on associe la fonction ey, : I — C définie par

Vi €1, eq(t) =exp(o.t).

1. On considere oy, o € C, oy # a—. Montrer que la famille (eq, ,eq ) est libre dans E = .% (I,C).

2. On considere ¢, . .., 0 € C, tous distincts. Montrer que la famille (eq, , eq,) est libre dans E = .% (I,C).
Indication:Penser a dériver 1’équation initiale, la spécialiser, le nombre de fois qu’il faut pour que ¢a crache le

morceau

Exercice 7.—Liberté de familles de fonctions trigonométriques. Soit / un intervalle de R, non trivial.
Aun a € R, o # 0, on associe les fonctions ¢y, : I — R et sy : I — R définies par

Vi €1, cq(t) =cos(o.t),sq(t) =sin(a.t).

1. Montrer que la famille (¢, 5¢) est libre dans le R-ev E = .% (I, R). Indication: Utiliser le fait que la famille
(eq,e—q) estlibre dans le C-ev .7 (I,C).

2. On considere ¢,..., 0, € 0,400, tous distincts. Montrer que la famille (cq,,...,CaysSq;,--->Sa,) €St
libre dans E = .% (I, R).
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Exercice 8.—Liberté de familles de fonctions polyndmes-exponentielles. Soit / comme précédemment.
Aun a € C, k € N, on associe la fonction ey x : I — C définie par

Vi €1, eq(r) =t*.exp(a.r).

1. On considere o, a— € C, a4 # o_. Montrer (par exemple par récurrence sur d = d; +d_ € N) que la
famille (eq, 0,...,€q, d,,€0_0;---s€q_a_) estlibre dans E = .7 (1,C).

Indication:En posant D la dérivation et I I’identité des fonctions, I’opération D — a.I transforme eq  en k.eq 1.
2. Extension au cas de d valeurs distinctes «j,...,0; € C?

Exercice 9.—Soit M € .#,(C), A1,...,A; € C des nombres distincts.

1. Soient Xj,...,X,; € C" vérifiant Vk, M. X; = A;.X).. On suppose que X; + - - -+ X; = 0. Montrer que les
vecteurs X, sont tous nuls.

2. On suppose que les nombres A; sont valeurs propres de M et que X1, ..., X, sont des vecteurs propres de
M, X;. de vp. asssociée A;. Montrer que la famille (X1, ...,Xy;) est libre dans C". Comparer d et n.

Exercice 10.—Liberté de familles de polynomes.
1. Dans C[X], on consideére une famille &2; = (Py,Py,...,P;) de polynémes tels que Vk, deg(P;) = k.
Montrer que cette famille est libre.
2. Que dire d’une famille de polyndmes de degrés tous distincts ?

Ce résultat est un résultat de cours, utilisable directement sous la forme « Une famille de poly-
nomes, échelonnée en degrés est libre. »
3. Monter que la famille de polynémes (Py, P, P>, P3) est libre ou

RB=X-1DX-2)(X-3),A=X(X-2)(X—-3),P,=X.X-1)(X—3), 5 =X.(X - 1)(X —2).

4. Généraliser cet exemple pour construire une famille libre de d + 1 polyndmes tous de degré d.

1.2.4 Le principe d’identification des coefficients d’une CL

Théoreme 6. Si % = (u;);cs est une famille (finie) libre de vecteurs de E alors :

V(Ai)ier, (Wi)ier € KT, Z)Li-”i = Zui-ui = VielLh =)

Exercice 11.—(Elément de cours sur la théorie des polyndomes) Soit / une partie de C, d € N* fixé et la
famille de fonctions Z2; = (py, ..., pq) définies sur I, a valeurs complexes (des éléments du C-ev E = C!

donc) par
Vk e {0,....d},Vx eI, pr(x) =xF

1. Montrer que si / intervalle de R non trivial alors &, est libre. En déduire le principe d’identification des
coefficients (a,b,c, a, 3,y des complexes donnés a 1’avance) :

(Vxel, (x—a)(x—b)(x—c) :x3+(xx2—|—ﬁ.x+}/)<:)(oc: —(a+b+c) et B = (ab+bc+ca) et’y= —abc)

2. Montrer que si I = {—1,0,+1} et d = 3 alors Z; est liée. Donner deux expressions polynomiales a
coefficients différents dont les évaluations sur tous les points de / sont identiques.
3. A quelle condition —liant / et d— la famille &2, est-elle libre ?



11

Exercice 12.—Soit o € C. Pour k € N, on note Ty ¢ = £; (X — &t)*.
1. Montrer que la famille .7 4 = (ka) est une famille libre dans C[X]

0<k<d
2. Onnote D : P +— P’ la dérivation des polyndmes. Montrer que pour tout k € N*, D(Ty 1) = Ty j—1-

3. Montrer (par récurrence sur d € N) que pour tout d,

d
VP € C[X], degP <d = P — ZPk(a).%(X— )k
k=0 :

4. On considere le polyndme
P=X—-14+i)+X-1-0)1

Donner (sans calculer les dérivés successifs) la valeur de P(*) (1) en fonction de k < d.

2 Sous-espaces d’un espace vectoriel

2.1 Définition,exemples

Définition 7
Soit £ un K-e.v., F C E une partie non vide de E. On dit que F est un K-sous-espace vectoriel de E
si

1. (Stabilité par somme) Vx,y € F,x+y e F

2. (Stabilité par produit externe) Vx € F,VYA € K, A.x € F

Définition 8 (Equivalente). Soit E un K-e.v., F C E une partie non vide de E. On dit que F est un K-sous-
espace vectoriel de E s’il est stable par combinaisons linéaires i.e. si

Vx,ye FYA,u e K,A.x+uyeF

Un s.e.v est un e.v.

Autrement dit, F' est un s.e.v de E si et seulement si les restrictions des opérations + et . se restreignent
en des opérations sur F' : +: F X F — F,. : K x F — F. On définit ainsi des opérations sur F' héritées des
opérations sur E.

Proposition 9

Si F est un K-s.e.v du K-e.v. E alors (F,+,.) est un K-ev.

Rq : Le vecteur nul dans F' est celui, « hérité » de E.

D’un point de vue pratique, quand on vous demande de prouver que tel ensemble F muni de certaines
opérations + et . est un K-e.v., il s’agit d’identifier un K-e.v. E de la liste officielle et de montrer que F en
est un s.e.v.
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Exemples
1. Si I est un intervalle non trivial de R, €°(I) = €°(I;R) est un s.e.v de R/,

2. RX]~2(I)={f:1—R, f polynomiale}, Z(I) = {f : I — R, f frac. rat. déf. sur I} sont des s.e.v
de R!

3. €=(I), Yk € N, €51(I) sont des R-sev de (1.

32(1) Csev %(1) Csev %ﬂm(l) Csev "+ Ceev Cgk—HU) Csev Cgk(l) Csev "+ Ceev %OU) Csev RI

4. Etant donné un espace probabilisé (Q, 7 ,P), ’ensemble .Z des variables aléatoires réelles est un
s.e.v de R, I’ensemble ! des v.a. intégrables 19 estun s.e.v de .Z, I’ensemble .Z2 des v.a. de carré
intégrable 20 st un s.e.v de .Z! et finalement I’ensemble Zfini des v.a. réelles prenant un nombre
fini de valeurs est un s.e.v de .Z2.

2 1 Q
gfini Csev <z Csev Z Csev Z Csev R

5. Une droite D C R? passant par (0,0) est un s.e.v de R?,
6. Un plan P C R3 passant par (0,0,0) est un s.e.v de R3.

Retour sur les exemples initiaux

1. L’ensemble S des solutions d’un systeme linéaire homogene (S) d’incoonnue x = (xi,...,x,) € K"
est un sev de K"

2. L’ensemble R des suites complexes (resp. réelles) vérifiant une relation de récurrence linéaire homo-
géne 2 coefficients complexes (resp. réels) (R) est un sev de CN (resp. RY).

3. L’ensemble ED des fonctions vérifiant "EDO linéaire homogéne (ED) est un sev de ¢%(R).

Intersection de s.e.v.

Proposition 10

1. Si F, G sont deux sev de E alors F NG estun sev de E.
2. SiFy,...,F,sontnsevdeE alors FjN---NF, =()_, F; estun sev de E.

Exemples :

1. Espace des solutions d’un systeme linéaire homogene.

2. Suites récurrentes vérifiant des conditions additionnelles, linéaires homogenes.
3. Solutions d’EDO vérifiant des conditions additionnelles, linéaires homogenes.

Remarque : I’exercice 17 (pas si facile) montre que F UG estun sev de E ssi F C G ou G C F. Hormis ce
cas (trivial), F UG n’est pas un sev de E.

19. i.e. admettant une espérance
20. i.e. admettant une variance
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Exercice 13.— Déterminer lesquels des ensembles F suivants sont des sous-espaces vectoriels du R-
espace vectoriel E. Dans le cas ou F est un s.e.v. de E préciser s’il s’agit de {0}, d’une droite vectorielle,
d’un plan vectoriel et/ou de E tout entier.

1.

—
=

A T A o

E=R3F={(x,y,2) €ER®; x+4z7—y=0},

E=R3}F={(x,yz) €R®; xy+47=0},

E=R3F={(x,y,2) €R®; 2 +y> +72 =1},

E=R3F={(x,y,2) €R®; x+4z=00ux+y+z=0},
E=RF={(x,yz) €R; x+4z=0etx+y+z=0},

E=R2 F={(x,y) € R?>, x=2y+1},

E=R?> F=RxZ,

E=R%F,={(x,y) eR%,y <0}, F, ={(x,y) €R* y >0}, FNF,? F, UF,?
E=R%F={A(1,2)+(0,1), A € R},

E=R* F={A(1,2)+u(3,4), (A,u) € R?}.

Exercice 14.— Déterminer si les ensembles F suivants sont ou ne sont pas des sous-espaces vectoriels du
R-espace vectoriel E.

1.

A T A U R

—
=

neN* E=R[X],F={PeR[X]|,deg(P) <n},

ne N E=R[X],F={PecR[X]|,deg(P) >n},

E=R[X],F ={PeR[X],P(0)=1},

E=R[X]|,F ={P'+P" PecR[X]}

E=ZFRR),F={f:R>R, f(x)>0,VxeR},

Soit T > 0,E = .7 (R,R), F={f:R— R, f périodique de période T},
E=F([RR),F={f:R-R, £(0)=f(1)},

E=Z7R,R),F={f:R~— R, f monotone}

E =R, soient (ttn)n et (vy), deux suites de E, F = {(wy)n, A, v € R, Vn € Ny w, = Au, + v, }.

. E =R, F le sous-ensemble des suites convergentes.

Exercice 15.— Déterminer si les ensembles F suivants sont ou ne sont pas des sous-espaces vectoriels du
C-espace vectoriel E.

1.

e

E=C>F={
E=C*F={

x,y) €C?; x+3y=1},
x,y) € C?; x+iy =0},
E=C?2F={(x,y) €C?; xy=1},

E=CF={(x,y,2) €C*; X2 +y>+ 7> =0},

E =C[X],F = {P e C[X], P(0) =i},
E=C[X],F={P+P +2P" PcClX]},

E=CN,F={(wy)p, 31, v € C,¥nEN,w, :/'Lei”§+Vn.2”}.
E=CL27 F={feE, fe€*0,2n],f"+ f=0et f(0) = f(27m)}.

—~ o~ o~ o~
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Exercice 16.—Pour chacun des ensembles suivants, indiquer avec justification si ¢’est un espace vectoriel
ou pas. On précidera le corps des scalaires ainsi que I’ev de référence dont I’ensemble est un sev.
1. L’ensemble des polyndmes de K[X] de coefficient constant nul.

2. ensemble des matrices de .#3 5(K) ayant une premiere colonne nulle.

3. L’ensemble des fonctions de R dans R qui sont nulles en 1 et nulles en 4 .

4. L’ensemble des fonctions de R dans R qui sont nulles en 1 ou nulles en 4 .

5. L’ensemble des fonctions f croissantes sur R.

6. L’ensemble des matrices de .#,(K) diagonales.

7. L’ensemble des suites arithmétiques a valeurs réelles.

8. L’ensemble des suites géométriques a valeurs complexes.

9. L’ensemble des polynomes de K[X] de degré égal a n > 2 fixé.

10. L’ensemble des fonctions paires de R dans R.

11. ’ensemble des fonctions réelles définies sur | — 1, 1], continues, positives ou nulles.

12. L’ensemble des fonctions réelles définies sur R vérifiant lim,_, 1 f(x) = 0.

13. L’ensemble des matrices carrées de taille n de diagonale nulle.

14. L’ensemble des matrices de .#,(KK) triangulaires.

Exercice 17.— Soit E un R-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces de E.
1. Montrer que
(F UG est un sous-espace vectoriel de E) = (F C Gou G C F).

Indication:Montrer la contraposée en fabriquant deux vecteurs de F UG dont la somme n’est pas dans F UG. Illustrer
graphiquement.
2. Le mé&me résultat est-il vrai si I’on suppose que E est un C-espace vectoriel ?

Exercice 18.— Soit E un espace vectoriel, F', G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer I’équivalence
V(x,y) EFXG VX, Y)EFxG,x+y=xX+y =x=xety=y) = FNG={0}

On traitera séparémment les deux implications.

Exercice 19.— Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C), F, G deux sous-espaces de E. Soit
H={x+yx€F,yeG}={z€E,3(x,y) EF xG,z=x+y}

1. Montrer que H estun sev de E et que FUG C H.
2. Montrer que si K est un sev de E contenant F'UG alors H C K.
3. Donner un exemple simple (E, F, G non triviaux) tel que H # E. Illustration graphique ?
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2.2 Sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Proposition—-Définition 11

Soit E un K-e.v., % = (u;)ic; une famille finie de vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel de E
engendré par cette famille, noté

Vect (u;, i € I) ou Vect(%),
est I’ensemble des combinaisons linéaires de la famille (u;);c; a coefficients dans K, i.e.

Vect <ul~, i € I> = V€Ct<02/> = {ZA‘,’.M,’, (24),’61 € KI}
i€l
={z€E,IA)icr €K', z2=Y Aui}

i€l

Définition 12

Soit E un K-ev, = (u;)icr une famille finie de vecteurs de E. On dit que % est génératrice de E
st

E = Vect (u;,i € I)

Remarques :
1. Une tautologie : La famille finie (u;);cs est génératrice (ou engendre) 1’espace vectoriel Vect (u;,icl).

2. Cas limite : « la famille vide engendre 1’espace nul. ». C’est la convention sur les sommes vides.

Exercices Exercice 20.— Peut-on déterminer des réels x,y pour que le vecteur v = (—2,x,y,3) appar-
tienne au s.e.v. de R* engendré par la famille (ej,es) otte; = (1,—1,1,2) etep = (—1,2,3,1)?

Exercice 21.— Soiente; = (0,1,—2,1),e0 = (1,0,2,—1),e3=(3,2,2,—1) eteq = (0,0, 1,0) des vecteurs
de R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.

1. Vect(ej,en,e3) = Vect((1,1,0,0),(—1,1,—4,2)).
2. (1,1,0,0) € Vect (e, ez) N Vect (er,e3,e4).

Exercice 22.— Soient ey, e;,e3,e4 des éléments quelconques d’un espace vectoriel E. On pose
h=ete, h=ertes, i=e3tes, fa=es—ey.

Peut-on exprimer e en fonction de fi, f>, f3, f4? Méme question avec e, puis avec ez et enfin avec ey.
A-t-on
Vect(f1, f2, f3, fa) = Vect(e1,e2,€3,e4) ?
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Exercice 23.— Dans I’espace R3[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3, on considére les quatre
polyndmes

R(X)=1,PX)=X—1,P(X)=(X-1)*, P3(X)=(X 1)

Soit F un élément de R3[X]. Montrer que F peut se mettre sous la forme
F = AOPO +MP+ P+ 3P,

Quelles sont les valeurs de Ay, ..., A3 ? Quelle formule retrouve-t-on ?
Que peut-on dire de Vect (Py, Py, P>, P3) ?

Exercice 24.—
1. Pour tout n dans N, considérons les fonctions de R dans R définies par

Vx € R, a,(x) = (cosx)" et b,(x) = cos(n.x).

Montrer que pour tout n,

Vect (ay, . ..,a,) = Vect(by,...,by) .
2. On considere maintenant a,, b,, comme des fonctions de R dans C, i.e. des éléments du C-espace vecto-
riel CR. La fonction x +— ¢/1%% appartient-elle a Vect (a,, n € {0,...,200})?

3. On pose, pour n € N, Vx € R, s5,,(x) = sin(n.x) et I’on considere le C-sev de CR,

Vo00 = Vect (bn,sn, ne {0, . ,200}> .

i100x

La fonction x — e appartient-elle a Voo ?

Exercice 25.— Montrer que I’ensemble des solutions a valeurs réelles de 1’équation (ED) suivante est un
sev du R-ev %Z(R;R) et en donner une famille génératrice.

Vx € R, y"(x) =2y (x) +2y(x) =0 (ED)

Exercice 26.— Montrer que ’ensemble de suites a valeurs réelles vérifiant la récurrence (R) suivante est
un sev du R-ev RN et en donner une famille génératrice.

Vn e N, Up2 = 21/‘11—0—1 — Up (R)
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3 Applications linéaires

3.1 Définition-exemples

Définition 13

Soient E, F deux K-ev, f : E — F une application. On dit que f est une application (K)-linéaire si
elle respecte les combinaisons linéaires, i.e.

Y,y €E, VA, U €K, f(Ax+py) =A.f(x) +p1.f(y)

1. L’ensemble des applications linéaires f : E — F est noté £ (E,F).

2. Une application linéaire f : E — F « préserve » ou « respecte » les opérations d’espace vectoriel
i.e. la prise de combinaisons linéaires. Plus précisémment

f(Z )L,'.l/l,') = Z l,'.f(ul')
icl icl
3. Un synonyme d’application linéaire est morphisme d’espaces vectoriels, 1’étymologie de ce mot
traduit I’idée de préservation de la forme des expressions.
4. Quand E = F, on parle d’endomorphisme. On note .Z(E) ’ensemble des endomorphismes de E.
5. Quand F =K, on parle de formes linéaires, on note I’ensemble des formes linéaires E* = Z(E,K).

Des exemples : formes linéaires
1. Evaluation d’une fonction en un point.
Evaluation d’un polyndme en un point.
Produit scalaire dans R” avec un vecteur fixé. (On y consacrera un chapitre entier)
Intégrale d’une fonction.

A

Espérance d’une variable aléatoire intégrable.

Des exemples : endomorphismes
1. Application identité ig, multiplication par un scalaire fixé, A.ig,
2. Transformations de I’espace R". Matrices carrées. X — A.X
3. Multiplication par une fonction fixée. Varier la régularité.
4. Changement de variable pour les fonctions de variable réelle.

Des exemples divers

1. L’application nulle x € E — O € F est linéaire.
Transformation linéaire de R” — R?, X — A.X ou A € .#), ,(K).
Dérivation, primitivation.

Transformée intégrale.

A

Si (u;);er famille (finie) de vecteurs de E, on peut considérer

(A«l’)igl ek — Z?L,'.ui ceFE

iel
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3.2 Sous-espaces associés a une application linéaire

Le noyau. (en anglais, noyau c’est « kernel »)

Proposition—-Définition 14

Soit f € Z(E,F). Le sous-ensemble de E
Kerf:={x€E, f(x) =0r}

est un s.e.v de E appelé le noyau de f.

Démonstration. 1. Comme f est linéaire, f(0g) = Of et donc Og € Ker f.
2. Soient x,y € Ker f, A, u € K, comme f est linéaire,

fAx+py)=A.f(x)+p.f(y) =2A.0F+pn.0p =0

etdonc A.x+ u.y € Ker f
3. Ker f estdonc un s.e.vde E.

Exemples élémentaires
1. Un plan vectoriel dans R3, c’est le noyau d’une forme linéaire non nulle et réciproquement.
2. Pour I’opération de dérivation sur & 1 (R), le noyau, c’est I’ensemble des fonctions constantes.

3. Pour un systeme linéaire, le noyau de I’application linéaire associée, c’est I’ensemble des solutions
du systeme homogene. Notation KerA out A € .#), ,(K).

4. L’ensemble des suites vérifiant une certaine relation de récurrence est le noyau d’une certaine a.l.
laquelle (cf. exemples introductifs) ?

5. L’ensemble des fonctions vérifiant une certaine équation différentielle linéaire est le noyau d’une
certaine a.l.. laquelle ?

I’image

Proposition-Définition 15

Soit f € Z(E,F). Le sous-ensemble de F
Imf:={y€F,3x€E,f(x) =y}

est un s.e.v de F appelé I'image de f.

Démonstration. 1. Op = f(Og) €Im f,Im f C F,
2. Siyp,y €Im fetAd,A; € K, alors il existe x1,x, € E tels que y; = f(x1), y2 = f(x2) et, par linéarité
de f,
Myr+2Ayr = f(A.xi +A.x2) € Im f.
— ——
€E
3. Im f estdonc un s.e.vde F.
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Exemples élémentaires

1. siuetvsontdeux vecteurs d’'unR-e.v. E, I'image de f: R? - E, (A, 1) — f(A,u) = A.u+u.v, c’est
Vect (u,v). Ceci se généralise a une famille finie (u;);c; de vecteurs de E. f : R! — E, f((A)ier) :=
Yicr Ai-ti.

2. Si f € Z(E,K) est une forme linéaire, Im f = {0} ou K.

3. Pour un systeme linéaire, I’image de 1’application linéaire associée, c’est I’ensemble des seconds
membres pour lesquels le systéme admet au moins une solution. Notation ImA ou A € .#Z), ,(K).

4. Pour D, I’opération de dérivation sur & 1 (R), 'image, c’est I’ensemble des fonctions admettant une
primitive sur R. On sait que €°(R) C Im D

5. Pour D, I’opération de dérivation sur % (R), I’image, c’est I’ensemble des fonctions continues sur
R admettant une primitive. C’est donc €°(R).

Injectivité, surjectivité

Proposition 16

Soit f € Z(E,F).
1. f estinjective si et seulement si Ker f = {Og}.
2. f estsurjective (sur F) si et seulement si Im f = F.

3. f estun isomorphisme entre E et F si et seulement si Ker f = {Og} etIm f = F.

Démonstration. Seul le premier point est réellement a démontrer, le deuxieme est par définition de la
surjectivité, le dernier par caractérisation de la bijectivité comme injection+surjection.

— Si f est injective, comme f(0g) = O, O admet Og comme unique antécédent et Ker f = {Og }.

— Réciproquement (c’est la nouveauté). Soient x, y € E tels que f(x) = f(y). On a alors, par linéarité
de f,
fxr=y)=f(x) = f(y) =0r

donc x —y € Ker f etdonc x —y =0, 1.e. x =y.

3.3 Restrictions

Si f € Z(E,F), on peut la restreindre de plusieurs maniéres et construire des applications linéaires
issues de f.

1. SiE'estuns.e.v. de E, on peut restreindre f 2 E' en définissant*! fip/ : E' — F par

V€ E, fim(x) = f(x)

Ona figr € Z(E',F).

21. Il s’agit de I"opération habituelle de restriction d’une application a une partie de son ensemble de départ : « figr » se lit
« f restreinte 2 E’ ». Cette notation est standard.
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2. Si E'NKer f = {0} alors fizr est injective. En général,

Ker figr = (Ker f)NE'.

3. Si F' estun s.e.v. de F et Im f C F’, on peut restreindre I’espace d’arrivée f a F’ en définissant 22
f:E — F' par
Vx € E, f(x) = f(x)
Onaf e Z(E,F).
4. Si F' =1Im f alors f est surjective. En général,
Imf=1Imf.

5. SiE estuns.e.v.de F etsilm f C E, alors on peut restreindre f en un endomorphisme de E, qui est
bien souvent encore noté f.

Exemples : Dérivation et intégration :

1. Soit D : K[X] — K[X], I’endomorphisme de dérivation. Si d € N* est donné,

— On peut restreindre D en un endomorphisme de K, [X]| (restriction du départ et de I’arrrivée)

car:
VP e Ky[X],D(P) =P € Ky_1[X] C Ky[X]

Cet endomorphisme n’est ni injectif (son noyau est Ko[X] # {0}), ni surjectif (son image est
Ky 1[X]).

— On peut restreindre D en une application linéaire dans .2 (K;[X],K,_[X]. Cette application
linéaire n’est pas injective, elle est surjective.

— Enposant E; = {P € K;[X], P(0) = 0}. On peut restreindre D en une application linéaire dans
Z(E;, K _1[X]. Cette application linéaire est injective et surjective, ¢’est un isomorphisme.

2. Soit I un intervalle non trivial de R, contenant 0. On considére S : €°(I,R) — .% (I,R) définie par :

VF e GOIR), S(f) = x> /Oxf(t) dt
C’est une application linéaire injective (si S(f) = 0, en dérivant cette identité, f = 0 et donc Ker § =
{0}.OnaImS = {g€ €' (I,R), g(0) =0.
— Pour k € N, on peut restreindre S en une application linéaire €% — €*+1. Cette application
linéaire est injective.
— On peut aussi restreindre S en un endomorphisme de E = {f € €=, f(0) = 0}. Il est injectif
mais pas surjectif.

3.4 Résolution d’équations linéaires

Proposition 17. Soit f € Z(E,F). Soity € F et considérons I’équation (Ey) : f(x) =y d’inconnue x € E,
alors

1. Siy & Imf, (Ey) n’a pas de solution.

2. SiyeImf, et x, est une solution particuliere de (E,) alors I’ensemble des solutions de (E) est

Sy={xy+x,x€ Ker f} =:x,+Ker f

Exemples : matrices et systeme linéaire. Une EDO linéaire avec second membre.

22. 11 s’agit de I’opération un peu moins habituelle de restriction de I’ensemble d’arrivée d’une application : la condition
restrictive sert a conserver une application définie partout. Il n’y a pas de notation dédiée



21

3.5 Exercices

Exercice 27.—Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires. Pour chaque application
linéaire trouvée, déterminer son noyau et son image en en donnant une famille génératrice.
1L.R— R:x— 2x%

2.R—->R:x—4x—3.

3.R? = R?: (x,y) — (y,x).

4.R?> - R: (x,y) — 3x+5y.

5.R? - R?: (x,y) = (—x,).

6.RZ = R: (x,y) — xy.

7.R = R3:x— (2x,x/m,xv/2).

8. R> — R?: (x,y) — le symétrique de (x,y) par rapport 2 la droite d’équation x +y —a =0
9.R3 = R?: (x,y,2) — (xy,x,).

Exercice 28.—Pour K = C, soit le K-ev E = ¢~ (R,KK) composée des applications ¢* sur R a valeurs
dans Ketu: E — .#(R,K) définie par

C

u(f): R —
VfEeE,
/ X o fUE) S0+ )
1. Montrer que u est linéaire.
2. Montrer que par restriction de I’image elle définit un endomorphisme de E.
3. Déterminer son noyau >>.

4. Mémes questions mais avec K = R.
Exercice 29.— Soit le R-ev E = ¢”(R,R) et u : E — % (R, R) définie par

R —-— R

u(f):
VfEE, x = f(x)—cos(x).f(x)

1. Montrer que u est linéaire.

2. Montrer que par restriction de I’image elle définit un endomorphisme de E.
3. Déterminer son noyau.

4. Montrer >* qu’elle est surjective.

Exercice 30.—Soitn > 2 et :
u:R,[X] — R,[X]

P — XP(—4) + P(6)

1. Montrer que u est un endomorphisme.
2. Déterminer le noyau de u.
3. Déterminer I’image de u.

Exercice 31.— Dans chacun des cas suivants, on définit une application u : € (R) — € (R). Déterminer
si elle est linéaire ou pas et, en cas de linéarité, déterminer si elle est injective ou non.

Lou(f)=f 2. —xl—>/ (x—1)2 (1)
3 u(f)=1.f" 4 u(f)=xm f(D)

23. en vous basant sur vos connaissances concernant les EDO linéaires du second ordre
24. en vous basant sur vos connaissances concernant les EDO linéaires du premier ordre
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3.6 Opérations : CL/ composition, réciproque

Proposition 18

Si f1,f» € Z(E,F), A1, € K alors I’application A;.f] + A,. f> définie par

Vx € E, (Al.fl —}—lz.fz)(x) = Al.(fl (X)) + lz(fz(x))

est une application linéaire E — F.

1. On remarque que .Z(E,F) est un K-ev. On n’insiste pas sur ce point.

2. Exemple : Combinaison linéaire de deux évaluations.

Exercice 32.—Soit m,n € N*, A € M, ,(C), B € My n(C) et fa: C"— C™, fg: C" — C™ les applications
linéaires linéaires canoniquement associées a ces matrices, i.e.

VX € C", f1(X) =AX et VX € C", fg(X) =BX

On considere 1’application linéaire f = 2.f4 — 3. fp. Est-elle associée canoniquement a une certaine ma-
trice ?

Composition

Proposition 19

SiE, F, G sont trois K-e.v., f € Z(E,F), g € Z(F,G) alors go f € Z(E,G)
Proposition 20
SiE, F, G sont trois K-e.v., f, f1,/» € Z(E,F), A, 42 €K, g,81,8 € Z(F,G) alors

go(M.fi+A.fo) =A.(gofi)+A2.(g0 f2)

et

(M1-g1+42.82)0 f =Ai.(g10f) +A2-(g20f)

Remarquer que la deuxieme regle n’utilise pas le caractere linéaire des f et g’s.

Exercice 33.— Soit m,n,p € N*, A € M, ,(C), B € M, ,(C) et fy : C* = C", fp: C? — C" les appli-
cations linéaires linéaires canoniquement associées a ces matrices, i.e.

VX eC", fa(X)=AXetVY € CP, fp(Y)=BY

1. Quelle est, si m, n et p sont distincts la seule composition possible entre f4 et fp?
2. Cette composée est-elle associée canoniquement a une certaine matrice ? laquelle ?
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Composition des endomorphismes

Proposition 21

SiEestunK-e.v., f,g € Z(E) alors go f € L(E)

On peut, dans le cas des endomorphismes, composer un endomorphisme avec lui-méme. On note,
pour f € L(E), f>=fof, fP=fofofet,pourne€N, f"= fo---of .Par convention f* = ig,
——

n occurences de f
I’application identité de E.

Exercice de composition Exercice 34.— Pour chacun des espaces E = ¥*(R;C) ou E = C[X], on
définit les deux endomorphismes D: u € E+— D(u) =u' €E,et M :u € E — (x — x.u(x)) € E.

1. Calculer DoM,MoD et DoM —MoD.

2. Soit d € N*, M définit-il, par restriction, un endormorphisme de C,;[X]?

3. Montrer que M o D et D o M définissent des endormorphismes de C,[X].

Exercice : polynomes d’endomorphismes
Définition 22. Si E est un K-e.v., f € Z(E), P € K[X]. Si P = po+p1.X + -+ pa. X<, on note

P(f) = po-ig +p1-f+- -+ pa-f*

Exercice 35.—
1. Montrer les identités suivantes, pour P,Q € K[X], f € Z(E),

La. (P+Q)(f) = P(f) + (/). Lb. (P.O)(f) = P(f) 2 Q(f). L.c. (Po Q)(f) = P(Q())-

2. Montrer les identités suivantes pour f € Z(E) et n € N*,
2a. (ig+f)" =i ()5 2b. (ig — fo(ie+f+-+ ") =ie— f"
3. On consideére D : u € €°(R;C) — u' € €*(R), P = X+ 1 € C[X]. Calculer [P(D)](cos).

Réciproque

Proposition 23

Si E, F sont deux K-e.v. et f € Z(E,F) est bijective alors sa réciproque, f~' : F — E est linéaire :
f~'€ Z(F,E). Dans ce cas, on a

flof=igetfof'=ip

ou ig et ir sont les endomorphismes identité de E et F.

Vocabulaire
1. si f: E — F est linéaire et bijective, on dit que c’est un isomorphisme.
2. si E et F sont deux K-ev et s’il existe f : E — F un isomorphisme, on dit que E et F' sont isomorphes
en tant que K-ev.
3. si f: E — E est un endomorphisme, bijectif alors on dit aussi que c’est un automorphisme de E.
Dans ce cas, f —1 est aussi un automorphisme de E.
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Démonstration. Soient yy, y2 € F, 41,4y € K, x = f~1(A1.y1 + A2.y2) est 'unique solution de 1’équation
d’inconnue x € E,

fx)=Ayi+2A.

Six; = f~'(y1), x2 = f~1(y2), on a alors, par linéarité de f,

fxr+A2.x2) = A1 f(x) + A2 f(x2) = Ar.y1 + 2.2
et I’unicité donne la conclusion tant recherchée...
x=M.x1+A.x2
ie.

F My +A2) =M 01) + Ao f ()
OJ

Exercice 36.— Soitn € N*, A € .4, (C) et f4 : C" — C" ’application linéaire canoniquement associée a
cette matrice.A quelle condition sur A, f4 est-elle un isomorphisme 2. Si cette condition est remplie, f N !
est-elle associée canoniquement a une certaine matrice ?

Exercice 37.— Soit E le R-ev des fonctions réelles, €~ sur R et F = {f € E, f(0) = 0}. Justifier rapide-
ment que F est un s.e.v de E et montrer que D : F — E définie par

VfEF,D(f)=f

est un isomorphisme. Donner 1’expression de 1’isomorphisme réciproque.

Exercice 38.—Soit E un espace vectoriel, f/ un endomorphisme de E. On pose, pour n € N*, " :=
fo---ofet fO=ig ’application identité de E.
——

n fois

Montrer que pour tout n € N, Ker f" C Ker f**! et Im f"*! c Im f".

Exercice 39.— Soient E, F et G trois espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F' et g une
application linéaire de F dans G.

1. Montrer que go f = 0 si et seulement si Im f C Ker g.

2. Montrer que f(Ker(go f)) =KergNlIm f.

Exercice 40.—Soit f € £ (E,F) et g € Z(F,G) Montrer que ker(f) C ker(go f) et que Im(go f) C Im(g)
Exercice 41.—On définit ¢ par
VP eR3[X],0(P) = (1-X>)P +(BX +1)P

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X] (NB : vérifier sa bonne définition)
2. Donner son noyau. L’application ¢ est-elle surjective de R3[X] dans R3[X]?

25. automorphisme, en fait vu qu’espaces de départ et d’arrivée sont les mémes
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3.7 Un exemple a suivre : Le Probléme d’interpolation de LAGRANGE

Présentation : interpoler ? kézako? On sait (d’expérience !) que I’indice de réfraction 1% de certains
matériaux dépend de la longueur d’onde A de I’onde incidente suivant une loi %’ de la forme

1 1
n:po—l—pl.ﬁ +p2.ﬁ
ou les coefficients réels pg, p1, p2 sont caractéristiques du matériau. On a effectué des mesures, a 1’aide
d’un goniometre, pour un certain type de verre, regroupées dans le tableau :

A(nm) | 4047 | 434,7 | 546,1
n | 1,540 | 1,536 | 1,526

Peut-on, a partir de ces mesures, déterminer les coefficients pg, p1, p2?

On peut voir cette question comme un probleme d’interpolation :

On dispose de trois nombres réels distincts zq, z; et zo (les carrés des inverses des longueurs d’onde),
des trois valeurs de n correspondantes, ng, n; et np et il s’agit de trouver un polyndme P de degré < 2 tel
que

Vi:071727 P<Zi) =n

En écrivant les choses telles qu’elles viennent, on voit que ce probleme se réduit a résoudre le systeme
linéaire d’inconnue (po, p1, p2),

Po  +TP1-20 +P2-Z(2) = no
po  +p1.2 +P2~Z% = n
po tp1.22 +P2.Z% = m

On laisse le lecteur remplacer les parametres z;, n; par leurs valeurs obtenues a partir du tableau et fourrer
le systeme linéaire dans un systéme de calcul afin d’obtenir, via la résolution par 1’algorithme de GAUSS,
les valeurs exactes de pg, p; et p;.

Application « Evaluation aux points d’interpolation » Plus généralement, soit d € N*, zg,z1,...,24
d + 1 nombres complexes distincts. Considérons I’application A : C[X] — C?*! définie par

A(P) = (P(29),-..,P(zq))

C’est une application linéaire. Cette application intervient naturellement dans le probleme de 1’interpola-
tion polynomiale :

Etant données d + 1 valeurs @ = (@, ..., 0y), existe-t-il un polynome a coefficients complexes P tel
que Vi € {0,...,d} ,P(zi) = a; i.e telque A(P) =t ?

On voit que, en fixant le degré a priori du polyndme, ce probleme équivaut a résoudre un certain
systeme linéaire.

La question est de comprendre ce qu’on peut attendre de la résolution de ce systeme d’une maniere
générale : Y a-t-il de tels polyndmes ? Combien ? Comment différent-ils ? Qu’imposer de plus pour garantir
I’unicité d’une solution.

Ce sont des questions liées a I’'image Im A et au noyau Ker A....

Cet exemple illustre parfaitement les interactions entre algebre linéaire et les autres théories (en 1’oc-
curence la théorie des polyndmes)

26. 1l s’agit du rapport entre célérité de la lumiere dans le vide et vitesse de phase de ’onde lumineuse, grandeur sans
dimension

27. dite loi de CAUCHY, cf https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Cauchy_(optique), cette loi est liée a la sé-
paration de la lumiere blanche par un prisme
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Le noyau de A. On a, en posant L(X) = H?:o (X —z),

KerA = {PcC[X],Vi€{0,...,d},P(z) =0}
{PeC[X],30 € CX],P=0Q.L}

En conséquence, la restriction notée A, de A a C4[X] est injective Ker Ay = Ker ANC,4[X] = {0} et, pour
¢ e N¥,

Ker (A)NCygpr[X] = Vect <L,X.L, 'C .L>
Polyndmes d’interpolation de LAGRANGE A la famille z;,k € {0,...,d} de d + 1 nombres complexes

distincts, on peut associer la famille de polyndmes d’interpolation de LAGRANGE : Ly, ¢ € {0,....d},
polyndmes de degré d vérifiant :

1 sik=/
Vk e {0,...,,}d, vVl €{0,...,d},L = )
{ } { b Lo(ze) {0 oy
en posant
1
Ly=Cy. X—zr), avecCp = ———.
lgf( ) TMeze(ze — ),

L’image de A. L existence de ces polyndmes assure que chaque vecteur e, de la base canonique de C¢*!
est présent 28 dans I’espace Im A et donc que C¥*! = Vect (e, ...,e;) C ImA C CIH1,
L’application A est donc surjective.

Restriction de A en un isomorphisme
Le fait que les polyndmes L; soit tous de degré < d montre que la restriction Ay de A & Cy4[X] — C9!

est elle aussi surjective. Comme elle est injective, elle est bijective et ¢’est un isomorphisme de C,4[x] vers
Cd+1_

On a donc démontré : si zp, ... ,z4 sont d + 1 nombres complexes distincts,
Y(o,...,0) € CIT 3P e CyX], Yk € {0,...,d}, P(zx) = o
Ce polyndme P, unique polyndome de degré < d solution du probléme d’interpolation polynomiale Vk €

{0,...,d}, P(zx) = oy s’écrit explictement

P= oLy

d
k=0

ou les polyndmes L; sont les polyndomes d’interpolation de LAGRANGE associés aux points 2o, . . ., Zk.

28. Ona: A(Ly) =ef
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4 Eléments propres des endomorphismes.

4.1 Définitions

Définition 24

Soit f un endomorphisme de E.

Un vecteur v € E, non nul tel que f(v) est colinéaire a v est appelé un vecteur propre (@) de f. Le
scalaire A € K tel que f(v) = A.v est appelé la valeur propre (v.p.) de f associée a v. En résumé, un
vecteur v de E est vecteur propre de I’endomorphisme f si :

1. v est non nul.
2. Tlexiste A € Ktel que f(v) =A.v

Exercice 42.—
1. On considere le C-espace vectoriel E = (R, C) et I’endomorphisme D € .Z(E) de dérivation, i.e. défini
par

VfEE,D(f)=f

Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de D. Pour chaque valeur propre de D, donner une famille
libre, génératrice de Ker (D — A.ig).
2. On considere le R-espace vectoriel E = (R, R) et ’endomorphisme D € .Z(E) de dérivation.

Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de D> = Do D. Pour chaque valeur propre de D?, donner
une famille libre, génératrice de Ker (D> — A.ig).
3. On considere le C-espace vectoriel E = CN et 1’endomorphisme D € & (E) de décalage a droite,
i.e. défini par

Vu = (un)nen € E, D(u) = (p+1)nen

Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de D. Pour chaque valeur propre de D, donner une famille
libre, génératrice de Ker (D — A.ig).

Reformulons encore :

Définition 25
Soit E un K-ev, f € Z(E), un endomorphisme de E.
— Soit A € K, on dit que A est valeur propre de f s’il existe v € E, v # 0 tel que

fv)y=21w

Un tel vecteur v est appelé un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.

— L’ensemble des valeurs propres de f. appelé le spectre de f. 1l est noté Spec(f).

Remarque : Lorsque f est 1’endomorphisme de K” canoniquement > associé 4 une matrice carrée n x n,

A, les éléments propres de f sont les éléments propres de cette matrice dont les définitions ont été vues
précédemment.

29. défini par VX € K", f(X) =A.X
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Proposition-Définition 26

Soit E un K-ev, f € Z(E). Pour A € K, on note

E5(f) = Ker (f — A.idg)

Ona:
VA €K, 4 € Spec(f) < Ex(f) # {0}

Si A € Spec(f), on appelle E; (f), le sev propre de f associé ala v.p. 4.

Remarque : Les vecteurs propres de f asssociés a la valeur propre A sont exactement les éléments non
nuls du sous-espace propre E (f).

Proposition 27

Soit E un K-ev, f € Z(E).
— Soient Ay,...,44 € K, d éléments de K distincts et xi,...,x; € E des vecteurs tels que :
1. Vke{1,...,d}, x; € Ey (f) = Ker (f — A.idg),
2. ¥4 x =0,
Alors :
Vke{l,...,d},x,=0.

— (Corollaire) Soient Aj,...,A; € K, d valeurs propres distinctes de f et xi,...,x; € E des
vecteurs propres de f associés a chacune. La famille (xi,...,x,;) est libre dans E.

Démonstration. Sachant le premier point, le corollaire est un bon exercice de compréhension. Pour la
démonstration de premier point : cours oral (récurrrence ? polyndmes de LAGRANGE ?) !
[

4.2 Utilisation de polynomes annulateurs pour déterminer le spectre

Exercice 43.—Soit f un endormorphisme de E vérifiant fo f —3f 4 2idg = 0.

1. Montrer que f est un automorphisme de E et exprimer son inverse en fonction (polynéme) de f.

2. Montrer, d’une maniére générale, que si A est v.p. de f alors pour tout k € N, A% est v.p. de f.
Indication:le vecteur propre associé ne change pas beaucoup...

3. Montrer —dans le cas qui nous intéresse— que si A est v.p.de f alors A2 —3A +2 = 0 et conclure sur les

possibilités de spectre de f.

Exercice 44.—Soit f un endomorphisme d’un C-ev E et n € N* tel que f" = idg. Déterminer I’ensemble
des valeurs propres possibles de f.



